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AVANT-PROPOS 


Cet ouvrage expose les principaux résultats de la théorie asymp- 
totique des équations et systèmes d'équations différentielles ordi- 
naires linéaires, relatifs au comportement des solutions des équa- 
tions à petits paramètres en les dérivées supérieures et au comporte- 
ment des solutions pour de grandes valeurs de l'argument. Bien 
que ces questions aient fait l’objet d’études nombreuses et éparses, 
les méthodes de démonstration sont à peu près du même type, de 
sorte que le sujet traité s’inscrit bien dans le cadre d’une monogra- 
phie genre aide-mémoire. Nous nous sommes bornés aux équations 
homogènes. La représentation asymptotique des solutions de l’équa- 
tion non homogène se déduit de celle des solutions d’un système fon- 
damental par les méthodes des estimations asymptotiques des inté- 
grales. 

Le lecteur peut s'initier à la notion de développement asyÿmpto- 
tique qui est systématiquement utilisée dans cet ouvrage en consul- 
tant les monographies [27, 37]. Par « solution asymptotique for- 
melle » on comprend une fonction satisfaisant l'équation avec un 
certain degré de précision. Même si cette notion est vague, sa signi- 
fication ressort toujours clairement du contexte. Signalons encore 
que le terme « ligne de Stokes » équivaut ici au terme « ligne anti- 
Stokes » utilisé en physique. 

Le chapitre I est un bref rappel des principales notions de théorie 
analytique des équations différentielles. Aux $ 2, n° 4 et $ 3, n° 3 
sont exhibés les résultats acquis ces dernières années sur le transfert 
d’une condition aux limites d’un point singulier de l'équation en 
un point non singulier. 

Le chapitre IT est consacré aux équations du second ordre sur un 
intervalle fini et sur un demi-axe. On y cite les formules asymptoti- 
ques des solutions des équations à petit paramètre en la dérivée supé- 
rieure dans le cas où cette équation ne possède pas de point de retour. 
On exhibe aussi les formules asymptotiques des solutions pour les 
grandes valeurs de la variable indépendante, ainsi que des formules 
valables pour les grandes valeurs aussi bien du paramètre que de la 
variable indépendante (représentations asymptotiques doubles). 
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Au $ 5 on trouve des résultats analogues pour les systèmes d’équa- 
tions d'ordre quelconque, proches de systèmes diagonaux. Le $ 8 
contient des exemples montrant que l'existence d’une représentation 
asymptotique formelle n'entraîne pas toujours l'existence de solu- 
tions justiciables de cette représentation. 

Le chapitre III traite des équations du second ordre contenant un 
grand paramètre étudiées dans un domaine complexe. Cet aspect de 
la théorie asymptotique est négligé dans les monographies existantes. 
Les formules asymptotiques des selutions sont établies dans des do- 
maines ne contenant pas de points de retour et leurs petits voisinages. 
On indique les plus grands domaines de validité des formules asymp- 
totiques des solutions ainsi que les formules asymptotiques des 
matrices de passage, qui permettent de construire la représentation 
asymptotique globale des solutions. On se penche sur de nombreuses 
applications: représentation asymptotique des valeurs propres des 
équations à coefficients analytiques, y compris des équations non 
auto-adjointes ou présentant des points singuliers réguliers; repré- 
sentation asymptotique de la matrice de diffusion en approximation 
quasi classique; représentation asymptotique de la largeur d’une 
lacune dans le spectre de l'opérateur de Sturm-Liouville à potentiel 
périodique. 

Le chapitre IV contient les formules asymptotiques des solutions 
d'équations du second ordre dans un voisinage réel ou complexe d’un 
point de retour. On étudie les cas de confluence des points de retour 
ou des points de retour et des points singuliers de l'équation. 

Dans le chapitre V sont établis des résultats identiques à ceux 
des chapitres II à IV mais pour des équations et systèmes d'équations 
d'ordre supérieur. Les résultats formulés au $ 6 sont acquis à l’aide 
de l’opérateur canonique de Maslov. Au $ 8 on étudie le problème 
de diffusion pour un système de Stueckelberg. 

Le complément qui a été écrit spécialement pour l'édition fran- 
çaise passe en revue les principaux résultats de la théorie des défor- 
mations isomonodromes des équations différentielles. 

Nous n'avons pas inclus dans cet aide-mémoire les résultats con- 
cernant l'équation d'Orr-Sommerfeld et la méthode de moyennisa- 
tion pour des équations à coefficients oscillant rapidement. Nous 
espérons que, même incomplet, cet aide-mémoire sera utile aux 
mathématiciens, physiciens et ingénieurs qui ont recours aux métho- 
des asymptotiques de la théorie des équations différentielles ordi- 
naires linéaires. 
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CHAPITRE PREMIER 


THÉORIE ANALYTIQUE 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


Dans ce chapitre on étudie des équations et systèmes linéaires 
à coefficients holomorphes ou méromorphes. On exhibe les prin- 
cipaux résultats de la théorie analytique des équations différentielles 
relatifs à la structure locale des solutions. Pour de plus amples infor- 
mations F lecteur pourra s’adresser aux monographies [4, 10, 14, 
15, 17, 351. 


$ 1. Analyticité des solutions 
de systèmes d’équations différentielles ordinaires 


1. Théorème de Cauchy. Formulons quelques notions de théorie 
des fonctions analytiques. Soit & — (6,, . .., £,), où &; sont des 
variables complexes. On dit qu’une fonction œ (£) est holomorphe 
en un point Ë = (&, ..., &,) si elle est développable en une série 
entière 


PO= À, Pat) 


convergente dans un voisinage du point Ë°. On adopte les notations 
suivantes: &æ — (&;, ..., 4m) est un multi-indice, &; >> 0 sont des 


entiers, |@ = +... +œm, (6— 0) (4, — 60)... (EL —e) me, 


de sorte que la série de la fonction œ(£) devient 


P(Eis +. Em) = D quasi! (Em) 


Œye Los ln 


Une fonction vectorielle (resp. une fonction matricielle) est dite Lolo- 
morphe en un point E° si toutes ses composantes (resp. tous ses élé- 
ments) sont holomorphes en ce point. Une fonction holomorphe en 
un point ©° le sera dans un voisinage de ce point. 
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Considérons un système d'équations différentielles ordinaires 
non linéaire 
du; | 
= = Îs (z, gs so.) Un); 1<j<n. 


Introduisons les fonctions vectorielles w (2) — (w, (z), . .. 


.….w@), f= fn... fn)" (ces fonctions sont des vecteurs 
colonnes); le système devient alors 


di 

a IG w). (1) 
Considérons le problème de Cauchy 

w (20) = w?, (2) 
où w° = (w°, ..., w°)" est un vecteur donné. On a le théorème 


classique : 


Théorème de Cauchy. Si la fonction vectorielle f (z, w) est holo- 
morphe au point (2, w°), le problème de Cauchy (1), (2) admet une 
solution et une seule, holomorphe au point 2,. 


Ce théorème revêt un caractère local: la solution holomorphe 
n'existe généralement que dans un petit voisinage U du point 24. 
En prolongeant si cela est possible cette solution analytiquement le 
long de tous les chemins issus de 2,, on obtient une fonction vectorielle 


1 (2) analytique complète. Cette fonction est susceptible d’être 
multivalente et de présenter des points singuliers. Les singularités 


de & (z) sont discutées dans les $$ 2, 3 pour les systèmes linéaires. 
Le théorème de Cauchy s'étend sans changement aux équations 
d'ordre supérieur 


0) = f (z, w, w', ..., utD), (3) 
Considérons le problème de Cauchy 
w (20) = Wj; u” (2) = Wj, AD (20) —= Wn-e (4) 


Si la fonction f (2, Éos Or + + «+ Gn_1) est holomorphe au point 
2 = 2 Co = Wpys + es Gn-1 = Wn-i 


par rapport à l’ensemble des variables (z, &4, . - ., Cn-1), le pro- 
blème de Cauchy (3), (4) admet une solution et une seule, holomorphe 
dans un voisinage du point 2. 


2. Equations et systèmes linéaires. Considérons le système de nr 
équations linéaires 
d . 
OL A (Dw+f (2, (5) 
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où & (z) et f (z) sont des fonctions vectorielles, w = (w;, . .., w,)", 


f= (1 -.., f,)' et A(z) est une (n X n)-matrice d'éléments 
ajr (2). Si l’on passe aux composantes, le système (5) devient 


dt L 
= D amant) 1<i<n. (5°) 
h—=1 


Supposons que la fonction "matricielle À (z) et la fonction vec- 
torielle f (z) sont holomorphes dans un domaine borné simplement 
connexe D. Le problème de Cauchy (5), (2) admet alors une solution 
et une seule qui est holomorphe dans le domaine D. 

Si le domaine D n'est pas simplement connexe, la solution w (2) 
du problème de Cauchy (5), (2) est une fonction vectorielle analytique 
dans le domaine D, qui en principe est à plusieurs déterminations. 

Les solutions des équations linéaires d'ordre nr 


QU) qu (2) MD + qh (2) = f (2) (15) 
jouissent exactement des mêmes propriétes. 
Si les coefficients q1 (z), . . ., gA (z) et le second membre f (:) 


sont holomorphes dans le domaine simplement connexe D. il en 
est de même de la solution du problème de Cauchy (6), (4). Si le 
domaine D n’est pas simplement connexe, toute solution de l’équa- 
tion (6) sera analytique dans le domaine D. 


3. Points singuliers des équations linéaires. Considérons le système 
linéaire homogène 


= A (ur (7) 


dont la fonction matricielle À (z) est holomorphe dans un voisinage 
du point 3 — a d’où l’on a enlevé a (c'est-à-dire pour 3 € UN a, 
où U est un voisinage du point a). Si le point aest singulier pour l’un 
au moins des éléments de la matrice À (2), on dit qu'il est singulier 
pour la matrice À (z). 

On dit qu'un point z — a est un point singulier du système (T1) 
s’il est un point singulier de la matrice À (:). 

Le point singulier à l'infini 3 — œ se définit d'une manière 
différente. Le changement de variable z — 1/5 ramène le système 
(1) à la forme 


QU  _r-2A (5 à 
M — IA (ET) E, (8) 


où w (&) = w (1). Si le point & — 0 est singulier pour le systeme 
(8), le point z — le sera pour le système (7). 
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Les solutions du système (7) présentent au voisinage d’un point 
singulier la structure suivante. 

Si a Æ © est un point singulier du système (7), ce dernier admet 
une matrice fondamentale W (z) de la forme 


W (2) = ® (2) (2 — a)”, (9) 


où P est une matrice constante, la fonction matricielle ® (z) se dé- 
veloppe en la série de Laurent 


D(= 2 D;(2— a)", 


convergente dans la couronne 0 |z2—a|<p, et ®, sont des 
(n X n)-matrices constantes. 

Si z = æ est un point singulier du système (7), ce dernier admet 
une matrice fondamentale de la forme 


W (2) = ® (z)2°, (10) 


où P est une matrice constante, et la fonction matricielle © (z) 
se développe en la série de Laurent 


O0 


D(2) = Pz#, 


convergente dans la couronne | z | > À. 

On obtient des résultats identiques pour une équation linéaire 
homogène d'ordre n. 

Si la matrice P (cf. (9), (10)) n’est pas diagonalisable, la matrice 
fondamentale W (z) peut contenir des logarithmes. Exemple : le bloc 
de Jordan J d'ordre #: 


D: 1 E eh, =} > Ans 
sms 5: 
+ 0 _} 
J = k , = 2 ]n z 
° 0 
DE | | 
0 À à 


Les formules (9) et (10) ne donnent qu'une idée générale de la 
structure d'une matrice fondamentale au voisinage d’un point sin- 
gulier, car il est en général impossible de déterminer explicitement 
les matrices P et ® (z) à l’aide de la matrice À (z) du système (cf. 


$ 3). 
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Le problème de la structure d’une matrice fondamentale au voi- 
sinage d'un pôle de la fonction matricielle À (z) est étudié en théorie 
analytique des équations différentielles. La classification des points 
singuliers est la suivante. 

On dit qu'un point a est un point singulier régulier du système 
(7) si la fonction matricielle O (z) (cf. (9), (10)) présente un pôle 
(ou est holomorphe) en ce point. Ce point est irrégulier dans le cas 
contraire. 

Cette classification n'est pas directe ; la définition ne permet pas 
de déterminer la nature du point singulier au vu de la matrice À (2) 
du système. On classe de façon analogue les points singuliers des 
équations linéaires homogènes d'ordre #7 à coefficients méromorphes. 

Ün problème fondamental de la théorie des équations différen- 
tielles linéaires consiste à étudier la structure d’une matrice fonda- 
mentale (ou d’un système fondamental de solutions dans le cas d’une 
équation scalaire) à l’aide de la matrice du système (resp. des coëffi- 
cients de l'équation). Les principaux résultats acquis dans cette 
direction sont formulés dans les $$ 2, 3. 


$ 2. Points singuliers réguliers 


1. Equation scalaire. Considérons une équation linéaire homo- 
gène d'ordre n: 


lu = ut + q, (zut D +, (2) w = 0. (1) 


Les coefficients de cette équation ou bien présentent un pôle, ou 
bien sont holomorphes au point a. 


1.1. Critère de régularité d’un point singulier. Pour qu’un point 
a = œ soit un point singulier régulier de l’équation (1), il est néces- 
saire et suffisant que le coefficient g;(z) possède un pôle d'ordre < k 
au point a, 1 < À L n. Ceci exprime que l’une au moins des fonc- 
tions q, (z) doit présenter un pôle au point a, sinon ce point ne sera 
pas singulier. 

Si a est un point singulier régulier, l'équation (1) devient 


lu=u + (z—a)ÿip,(z um DE... +L(z—a)"p,(z)w—=0, (2) 


où p4 (z) sont des fonctions holomorphes en a. 

Pour que le point : = soit un point singulier régulier de l'équa- 
tion (1), il est nécessaire et suffisant que le coefficient qg, (z) présente 
un zéro de multiplicité <k4 en z — co. L’équation (1) s'écrit dans 
ce cas 


lo = ut + zip, (z)utm DE, zip, (2) w = 0, (3) 
où pz (z) sont des fonctions holomorphes en z = ©. 
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1.2. Structure des solutions au voisinage d'un point singulier régu- 
lier. Considérons un exemple. L'équation d’Euler 


209 + azur DE .,, +Ha,w = 0, 


OÙ dj, - - -; An Sont des constantes, présente deux points singuliers, 
les points 0 et , qui sont tous deux réguliers. Cette équation est 
intégrable. Cherchons une intégrale sous la forme w — z9. En por- 
tant cette solution dans l’équation et en simplifiant par zæ, on obtient 
l'équation déterminante 


f@)=Pp(p—1) ...(p—n+1)+ 
+ap(p—1) ...(p—n+2)+...+a, = 0. 


Si p, est une racine de multiplicité À de cette équation, les fonc- 
tions 20, zPe In z, ..., ze (In z)*-! sont solutions de l'équation 
d'Euler. L’ensemble de ces solutions constitue un système fonda- 
mental de solutions. 

Les solutions de l’équation (1) admettent la même structure au 
voisinage d’un point singulier régulier. À l’équation (2) est associée 
l'équation déterminante 


f(@)=p(p—1) ...(p—nr+1)+ 
+ pila)p(p—1) ...(p—n+2)+...+pa(a)=0. (4) 
Soient P,, - - -;: Pn les racines de cette équation. Figeons p,. Si 


aucune différence p, — p;, 1 <j < 7», n’est un nombre entier négatif 
pour j  k, l'équation (2) admet une solution de la forme 


un (2) = (2— a)" * qu (2), (5) 
où 4 (z) est une fonction holomorphe au point z = a et telle que 
Gr (a) 5 0. 

Si aucune différence p} — Pr, 1 Lj, À LA, n’est un entier pour 
j<k, l'équation (2) admet un système fondamental de solutions 
{w, (2), .- .., w, (z)} composé de solutions de la forme (5). 

Les solutions de l’équation (3) ont la même structure au voisinage 
du point singulier régulier z — oo. L'équation déterminante est de 
la forme 


f(e)=p(p—1)...(p—n+1)+ 
+ pi (oo) p(p—1) ... (p—n+2)+...+pr(o)=0. (6) 


Soient p1, - -., pn les racines de cette équation. Figeons p4. 
Si aucune différence p; — px, 1 << j LA», n'est un nombre entier 
pour j Æ k, l'équation (3) admet une solution de la forme 


ua (2) = 2° * qu (2), (7) 
où x (z) est une fonction holomorphe en z = ©, x (00) = 0. 
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Si certaines différences p; — p4, j À, sont des entiers, les solu- 
tions de l'équation (2) peuvent contenir In”(z — a), m > 0 est 
un entier. Il est possible d’exhiber les formules d'un système fonda- 
mental de solutions pour ce cas [4, 17}, mais elles sont volumineuses. 
Il est plus commode d'indiquer l’algorithme de leur détermination. 


1.3. Méthode de Frobenius. Soit z — 0 un point singulier régulier 
de l'équation (2) (a = 0). Cherchons une série formelle 


w (2) = si az), ao= 1, (8) 


telle que 
lw — j (po) æ#. (9) 
On a 


ho= f(p)2+ [af (p+1)—g]2+1 +... 
+ lajf(p+j)—8;] 2474... 
j-1 
Ù gy— ÿ gyn(p)ar et gap) sont des polynômes. Le système 
R=—1 


récurrent 


ajf(p+ji)=£8; (10) 


nous donne successivement les coefficients a, a., . .. en fonction 
de p. Ces coefficients seront tous des fonctions rationnelles de p. 
Figeons p = p,. Trois cas sont possibles : 

1) p, est racine de l'équation déterminante et aucune différence 
Pr — Per + + Pa — PA n'est un entier strictement positif. Alors la 
série (8) est solution de l'équation (2) pour p = p,, car à partir du 
système (10) on peut trouver successivement @;, &@s, . .. 

2) Supposons que les conditions 1) sont réalisées et soit o, une 
racine de multiplicité m > 1. Les fonctions 


ô 2, Pr Lun 975) , 
w (2, P);, PER, Tr, P — Pi 


sont alors des solutions linéairement indépendantes de l'équation 
(2). Ces solutions sont des polynômes de In z de degrés 0, 1, 

, m— ii. 

3) Supposons que l'équation (4) admet une racine p, telle que 
Pi — pe = À > 0 entier et que f (p, + j) 0 pour 1Lj<k et 
pour j > k. Soit m la multiplicité de la racine p,. Cherchons la solu- 
tion de l’équation (2) sous la forme (8), où a, = (p — p2)". On a 


lw = f(p) (p—p2)" 29. 


46 THÉORIE ANALYTIQUE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ICH.T 


Du système (10) on trouve que les coefficients a, . .., ax_, con- 
tiennent le facteur multiplicatif (p — p:)", d'autre part de l’équa- 
tion 


fo +Kk) ax = gx 


il s'ensuit que a, ne présente pas de pôle au point p — p, puisque 
Ï (p + k) et g, se divisent par (p — p.)". Donc, le point p = p: 
n'est un pôle pour aucun coefficient a. 

Pour p = p, la série (8) est une solution de l’équation (2), pro- 
portionnelle à celle trouvée dans 1). La solution associée à la racine 
op. est de la forme d”w/0p" |,=,.. Si p, est une racine multiple, les 
autres solutions peuvent être trouvées par une dérivation comme 
dans 2). 

On traite de façon analogue le cas où quelques différences p; — 0} 
sont des entiers. Un système fondamental de solutions de l’équation 
(2) est composé de solutions de la forme 


UD D — 


ta 


p È PA (z) (In z)°, 


où p est une racine de l'équation déterminante, 4 (z) des fonctions 
holomorphes en z = 0. 


1.4. Equation du second ordre. Considérons l'équation 
zw" + zp (z) w' + q (z)w = 0, (11) 


où p (z)et q (z) sont des fonctions holomorphes dans le disque | z | < 
<< R. Le point z — 0 est un point singulier régulier de l'équation 
(11). Construisons un système fondamental de solutions de l’équa- 
tion (11) dans le disque |z|<< R. On a 


p (2) == 2 Pre ’ q(z) = pi Qu 2. 
Cherchons une solution sous la forme 
w=zP D uwz, w,=1. (12) 
k=— 


En portant dans (11), on obtient le système récurrent 


Wof (P) = 
Wif (p+1)+ wifi (p) = 0, (13) 


Wnf (p+Æ) + Wr-ifs (p+k—1) + . + Wofr (p) = 0, 
où 
f(p)=p(p—1)+ pol + Go, fr (P) = PPr + x. 
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L’équation déterminante est de la: forme f (p) — 0. Soient p, et p: 
les racines de cette équation. 

1) Supposons que p — p, n’est pas entier. Alors (0, + k) Æ 0, 
Î ee — k) = 0 pour aucun # >> 0 entier, et des équations (13) pour 
D —= pr, p —= p. on peut tirer successivement w,, wW,, . .. Dans ce 
cas, Û équation (11) admet un système fondamental de solutions de 
la forme 


Wi=zipi(z), We ZE (2), 


où +, (z) sont holomorphes dans le disque |z2|< R, w; (0) Æ 0, 
j = 1, 2. 

2) Supposons que p, — p, = n, où nr > 0 est un entier. L'équa- 
tion (11) admet alors un système fondamental de la forme 


w:=21p,(z), w, = aw, ln z+ 22p, (2), 


où a est une constante, et les fonctions œ; (z) sont holomorphes dans 
le disque | z | << À. 


Remarque. Le hasard peut faire qu'aucune des solutions de l’équa- 
tion (11) ne présente de singularité au point z = 0. Par exemple, si 
p1 > 0, pe > 0 sont des entiers et a = (0. 


1.5. Equations de la classe de Fuchs. L'équation (1) est dite équa- 
tion de la classe de Fuchs si elle n'admet que des points singuliers 
réguliers sur la sphère de Riemann. 

L'équation (1) est une équation de la classe de Fuchs si et seule- 
ment si ses coefficients sont de la forme 


L 
Qh (2) — b, (2) I (z — am)", 
m=1 
où b, (2) est un polynôme de degré <{ (4 — 1). Les points a;, ..., &, 


oo sont singuliers pour l'équation (1). 
L'équation du second ordre de la classe de Fuchs à points singu- 


liers a, . . ., &, est de la forme 
l 
x 4 — p57) — Din 
+ 
+ D Eu + 


LU pps) | (am — 4j) 


. ET | uw’ 
+ », 5 + Qi (5) n = 0, 
m=1{ [I (= —a;) 
j=1 
où p;"” et p{"”? sont des exposants caractéristiques associés au point 


singulier z — a», l'accent prime indique que j  m, Q,-2 (z) est 
2—01011 
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un polynôme de degré L — 2 si z — © est un point singulier et de 
degré [ — 4, sinon. 

Pour L = 1, 2, 3 (et pour ces valeurs-là seulement) les coeffi- 
cients de l'équation du second ordre de la classe de Fuchs s’expri- 
ment en fonction des points singuliers et de leurs exposants caracté- 
ristiques. Pour L — 1, cette équation se ramène à la forme w” — O0, 
pour ! — 2, à l’équation d'Euler et pour ! = 3, à l'équation de 
Papperitz (ou de Riemann). 

Les principales équations différentielles ordinaires linéaires qui 
se présentent dans les problèmes de physique mathématique peuvent 
être déduites d'équations du second ordre à cinq points singuliers 
réguliers [15]. Dans cette équation, la différence des exposants carac- 
téristiques est égale à 1/2 pour tout point singulier. La confluence de 
deux tels points singuliers engendre une singularité régulière à diffé- 
rence arbitraire des exposants caractéristiques. La confluence de 
trois points singuliers et plus conduit à une singularité irrégulière. 


2. Système d'équations. Considérons le système 
w’—(:—a)""14 (z) w, (14) 


où w = (w, (z), . .., wh (z))!, À (2) est une fonction matricielle 
d’ordre r, holomorphe en a, À (a) = 0, m > 0 est un entier. 


2.1. Point singulier de première espèce. Le nombre m s'appelle 
rang de la singularité z — a. Si m — 0 (resp. m > 1), le point a 
est dit singulier de première (resp. de seconde) espèce. 

Un point singulier de première espèce est régulier ($ 1), c’est-à-dire 
que le système (14) admet une matrice fondamentale de la forme 


W (2) = (z)(2— a)”, (15) 


où P est une matrice constante et la fonction matricielle © (:) est 
holomorphe ou présente un pôle en z = a. 

Contrairement aux équations scalaires, il n’existe pas de critère 
de régularité d’un point singulier pour les systèmes. Un point singu- 
lier de seconde espèce peut être aussi bien irrégulier que régulier. 
Par exemple, le rang du point singulier z — 0 du système 


2 ” 2 
W,=UWs, W,=2"W, 


est égal à 1, de sorte que z — 0 est un point singulier de seconde 
espèce. Ce système est équivalent à l’équation d'Euler w” — w — 0 
pour laquelle (donc pour le système) le point z — 0 est un point sin- 
gulier régulier. Il existe de nombreux travaux établissant des con- 
ditions suffisantes pour que le point z — a soit singulier régulier 
pour le système (14). 
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Supposons que m — 0 et qu'aucune différence des valeurs propres 
de la matrice À (a) n’est un entier positif. Le système (14) admet 
alors une matrice fondamentale de la forme 


W(2)=®(:)(2— 0)", (16) 


S 


où D(z)= > D,(2—a)*, D,—=1 est une fonction matricielle 
H=U 


holomorphe au point z-=a. 
Voici l'algoritl me de construction d'une solution. Soit a=0; 


alors A(z)= à ea A2. En portant (16) dans (14) et en multipliant 


ensuite à droite par 2-40, on obtient le système 
D’ (z)+ D (:) 4, = À (z) ® (2). 


Une identification des coefficients des puissances de z nous conduit 
au système récurrent 
= 


k®, + [®,, Ào] = — 2 AÿDi-j k — 1, 2, 


où (D, 4,0) = D,40 — 4,0, est le commutateur des matrices O, 
et À,. Considérons l'équation matricielle 


uX + [X, 4] =B, 


où u est un nombre, X, À et B des matrices carrées de même ordre. 
Du cours d'algèbre linéaire on sait que si u Æ À; — Àr pour aucun 
jet k, où À, sont les valeurs propres de la matrice À, cette équation 
admet une solution quelle que soit B. Donc le système récurrent nous 
donne de proche en proche les matrices ®,, O,, ... Si parmi les 
différences des valeurs propres de la matrice À, il existe des entiers 
positifs, le système (14) admet une matrice fondamentale de la 
forme (15), où © (z) est une fonction matricielle holomorphe en 
z = a, et P, une matrice constante telle qu'aucune différence de ses 
valeurs propres n’est un entier positif. 

On traite de façon analogue le point singulier z = . Considé- 
rons le système de x équations 


w*=2""14 (2) ur, 


où À (z) est une fonction matricielle holomorphe au point z — oo, 
A (0) = 0, et m > 0 un entier. On appelle rang de ce système, le 
nombre m + 1; pour m = 0 (resp. m > 1) le point z s'appelle point 
singulier de première (resp. de seconde) espèce. Les résultats établis 
ci-dessus pour un point singulier fini sont valables pour le point 
2 — ©; dans ce cas il faut remplacer z — a par z dans les formules 
(15) et (16). 


J% 
L 1 
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2.2. Systèmes de la classe de Fuchs. On dit qu'un système de nr 
équations 


uw" — À (z)w (17) 
est un système de la classe de Fuchs s'il ne présente que des points 


singuliers réguliers sur la sphère de Riemann. Si en outre ces singu- 
larités sont toutes de première espèce, alors le système devient 


R=1 


où À, = 0 sont des matrices constantes d'ordre nr et les points 
A, - - , Am, ©, des points singuliers réguliers. 


3. Groupe de monodromie. Supposons que les coefficients de 
l'équation (1) sont holomorphes dans un domaine simplement con- 
nexe D de la sphère de Riemann sauf en des points a, ..., 4m 
susceptibles d’être des pôles pour les coefficients. Ces points singu- 
liers peuvent être réguliers ou irréguliers. Fixons un point a, distinct 
des points indiqués ci-dessus, et un petit voisinage simplement con- 
nexe Ü de a,. L'équation (1) admet un système fondamental de solu- 
tions w (z) = (w, (z), . . ., w, (z)) dans le domaine U. Soit y; une 
courbe fermée simple d'origine et d'extrémité en a, qui contourne 
le point a; dans le sens positif (c'est-à-dire que y; est orientée dans le 
sens antihoraire, a; est situé à l’intérieur de y; et les autres points 
singuliers, à l'extérieur). En prolongeant analytiquement le système 
fondamental w (z) le long de y;, on obtient le système fondamental 


vw (2) = wi (2) = w (2) T; 


où 7; est une matrice non dégénérée constante d'ordre n. Si l'on 
prolonge analytiquement le système fondamental w (z) le long de 
v;' (c'est-à-dire le long de y; mais dans le sens inverse), on obtient 
le système fondamental 


yj'u (z) = w(z) T5*. 
Si l’on prolonge analytiquement le système fondamental w (z) le 
long de y; et ensuite le long de y,, on obtient le système fondamental 
YRY LC (2) = (2) T;Tr. 


On appelle groupe de moncdromie de l'équation (1) (ou simple- 
ment groupe de l'équation (1)) dans le domaine D un groupe G 
de matrices de génératrices T,, ..., T. Tout élément du groupe G 
est de la forme Ti .… Te, où 5,641, 2,...,m} et k,, ...,k, 
sont des entiers. 
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Le groupe de monodromie dépend du choix du point a,: G — 
= G (&)). Si b, € D est un point non singulier, b, — a,, les groupes 
G (a) et G (b,) sont semblables: il existe une matrice non dégénérée 
constante T — T' (a,, b,) d'ordre n telle que 


G (bo) = TG (a) T. 


On définit de façon exactement analogue le groupe de mono- 
dromie d’un système de la forme (17). On n'arrive à construire le 
groupe de monodromie sous la forme explicite que pour un 
nombre peu élevé de classes d'équations différentielles : pour l’équa- 
tion hypergéométrique, les équations de Pochhammer, de Bessel, 
etc. Au chap. III, $ 4, on exhibe des exemples dans lesquels l’équa- 
tion contient un grand paramètre et où l’on réussit à trouver la re- 
présentation asymptotique des génératrices du groupe G par rapport 
au paramètre. 


&. Variétés de solutions. Considérons le système de nr équations 


tw" = À (t) w. (18) 
Posons la condition 


A()EC*, 0O<t<a, A(0)Z0. (18) 


Par analogie avec le cas analytique, on appellera t = 0 point singu- 
lier régulier. Tous les résultats du n° 2.1 sont valables pour ce cas, 
sauf que les séries (par exemple la série de © (t) dans (16)) ne seront 
plus convergentes, mais asymptotiques pour { —> +0. 


4.4. Variété de solutions bornées. Supposons que la matrice À (0) 
ne possède pas de valeurs propres imaginaires pures. Par un change- 


ment linéaire de la forme w — Tw, où T est une matrice non dégéné- 
rée constante, on peut ramener le système (18) à une forme telle que 
la matrice À (0) soit diagonale par blocs: 


A_ 0 
ao=[7 4]: (19) 


où À_ et A. sont des matrices carrées d'ordre # et nr — k et les va- 
leurs propres de la matrice À _ (resp. À) sont situées dans le demi- 
plan de gauche (resp. de droite): 


Re, <<0,...,ReA, <0 (resp. ReÂx+:1>0, ..., Re, >>0). (20) 


Un système fondamental de solutions du système (18) est com- 
posé de X solutions w,, ...,w, non bornées pour t€]0, a] = 1, 
et de n—k solutions w,,,, ..., w, bornées pour {€ 7. Désignons 


par M"* l’ensemble de toutes les solutions bornées pour tE J; 
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M"-# est un espace vectoriel de dimension 7 —k sur le corps des 
n—h 


complexes. Ses éléments sont de la forme w=— À cyw,,,, où c, 
j=1 
sont des constantes arbitraires. 

La représentation asymptotique des solutions bornées pour { —+ 0 
est la même que dans le cas analytique. On voit qu’elle est assez com- 
pliquée et de plus dépend essentiellement aussi bien de la forme nor- 
male de Jordan de la matrice À (0) que de la présence ou de l’absence 
de nombres entiers parmi les différences À; — À,. C’est pourquoi ces 
formules se prêtent très mal au calcul numérique de problèmes liés 


au système (18) ou au système non homogène 
tw = A (t)w+f(t) (21) 


si la condition à la limite est posée au point singulier £ = 0. 

Au contraire des solutions bornées individuelles, la variété 
M"-* de toutes les solutions bornées présente une structure simple 
[38, 39]. Posons 


ww. Î- Vis Vi 


Le vecteur w_ (resp. w.) admet k (resp. nr — k) composantes, les 
ordres des matrices V;, sont évidents. On cherchera l’équation de 
M"-* sous la forme 


w_ (t) = æ (t) ws (t), (22) 


où « (t) est une matrice inconnue de dimension # X (n — k). En 
portant (22) dans (18), on obtient le système 


tw, = (4+a + Visa + Ve) w4, 
taw, — (A -œ + AT + Vo — ia”) LL +. 
On en déduit l'équation pour «a: 
ta” = Aa — À + + AT — AV — aVaix + V», (23) 

qui est une équation matricielle de Ricatti. La condition à la limite 
pour «& (t) est: 

lim &(t) = 0. (24) 

t—0 


Pour t > 0 petit, le problème de Cauchy (23), (24) admet une solu- 
tion «& (t) et une seule qui se développe en la série 


a (t) = > at. (25) 


j 
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Cette série est convergente si la fonction matricielle À (t) est holo- 
morphe au point t — O0, et asymptotique sous la condition (18). 
On détermine les matrices &;, &+, . - . en portant (25) dans (23) 
et en égalant à zéro les coefficients des diverses puissances de t. 
On obtient ainsi un système récurrent d'équations algébriques li- 
néaires. 

Ainsi, pour { > 0 petit, toute solution bornée du système (18) 
est solution du système (22) et toute solution du système (22) est 
une solution du système (18) bornée lorsque t —+ 0. 

Cette méthode est valable aussi pour le système non homogène 
(21). Supposons que f (t) E C® pour 0L1<L a, que les conditions 
imposées à la matrice À (0) sont toujours les mêmes et que l'on cher- 
che les solutions bornées lorsque t —+ 0. Cherchons ces solutions sous 
la forme 


w_ = a(t)wx + $ (1), 


où & (£) est la matrice construite ci-dessus et la fonction vectorielle 
B (4) est l'unique solution du problème de Cauchy 


(B'—AB+(Vi—aV)B+ 7 —af+, lim B(t4)= — 47'f_ (0). 


Pour #{ > 0 petit, on a le développement 


B (1) = à Bt, (26) 
2 — 
qui possède les mêmes propriétés que (25). Les vecteurs B,, B;, . .. 


se déterminent à partir d'un système récurrent d'équations algébri- 
ques linéaires. 


4.2. Système du second ordre. Considérons le système homogène 


lw" —= À (t) w. (27) 
Ce système peut être ramené à un système du premier ordre de la 
forme (18), mais il est plus commode de l’étudier directement. 
Cherchons une solution sous la forme 


w(t)=1t6q(t), q(t)= È Pal”, 


où la série w ({) possède les mêmes propriétés que dans le n° 4.1. En 
portant cette solution dans (27) et en égalant à zéro les coefficients 
des puissances de f, on obtient un système récurrent dont la première 
équation est de la forme 


[(o?— p) 1 — A] p = 0.‘ 
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Le nombre p doit donc être racine de l'équation déterminante 
det [(p?—p) 7 — Ao] = 0 


et le vecteur Po» le vecteur propre de la matrice À, associé à la valeur 
propre À = p° — p. Supposons que toutes les valeurs propres À,, ... 

;» Àn de la matrice À, sont situées à l’extérieur de la parabole 
[1: Re À + (Im À) = 0 dans le plan de À complexe. Il existe alors n 
racines p;, telles que Re p; > 0 et n racines telles que Re p; < 0. 
Le système (27) admet un système fondamental composé de nr solu- 
tions linéairement indépendantes bornées pour { —+ 0 et de n solu- 
tions non bornées. L’équation de la variété M” des solutions bornées 
peut être obtenue par une factorisation de l’opérateur différentiel 
associé à (27). On cherchera des matrices « (t) et B (t) d’ordre n telles 
que soit réalisée l'identité 


12 À — 4 @)= (: + —B(t)) (4 — a (t)). 


On en déduit B (4) = 7 — « (t) et pour « (t) on obtient l'équation 
matricielle de Ricatti 


æ” 


ta + a — &œ — À (t). 


Il est évident que si w est solution du système 
lc” (t) = @ (t)w (1), (28) 
w sera solution du système (27). Choisissons la matrice «& (1) de telle 
sorte que la relation (28) décrive la variété M” dans le problème de 
Cauchy: 
(1+V1+440) 


lim œ(t)= 


{0 2 


où V 1 + 44, est choisie de telle sorte que toutes les valeurs propres 

de la matrice soient contenues dans le demi-plan Re p > 0, ce qui 

est possible en vertu des conditions imposées à la matrice À4,. Le 

problème de Cauchy pour « ({) admet une solution et une seule pour 

t>> 0 petit. La matrice « (t) est justiciable du développement (25) 

et de plus &; sont déterminés à partir de relations récurrentielles. 
Considérons le système non homogène 


ww" = À (t)w + f (t), (29) 


où À (t) vérifie les conditions formulées ci-dessus, f (4) € C” pour 
0<1t< a. Il existe alors une variété M” de solutions bornées lors- 
que {— 0, d'équation " 


two" = a (t) w + $ (t), (30) 
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où « (t) est la matrice décrite ci-dessus et la fonction vectorielle 
B (£) est solution du problème de Cauchy 


+ af—$6=f(t), lim B(#)=[œ (0) — 717 (0). (31) 


Pour t > 0 petit. la fonction vectorielle f (£) se développe en une 
série (26) dont les B; sont données par des relations récurrentielles. 
Cette méthode est largement appliquée dans le calcul numérique 
[39]. Considérons le problème aux limites sur l'intervalle ([0, a] 
pour le système (29): 
w (1) est bornée pour t —+ 0, 
w (a) = wo. 


La condition à la limite pour { — 0 est équivalente à la condition 
à la limite 
to" (to) = & (éo) & (to) + B (to) 


pour t{, petit. On peut déterminer les valeurs approchées de « (t,) 
et B () en prenant quelques premiers termes des développements 
(25) et (26) de « (t) et B (t), déduits par la résolution de systèmes 
d'équations algébriques linéaires. On obtient ensuite un problème 
aux limites pour le système (2) sur l'intervalle {£,, a] ne contenant 
pas de points singuliers. 

Cette méthode est développée aussi pour des points singuliers 
irréguliers ($ 3). 


$ 3. Points singuliers irréguliers 
1. Equation scalaire. Considérons l'équation 
ut + q (2) ut D +... +q(z)w=0, (1) 


dont les coefficients sont holomorphes et présentent un pôle au point 
z — oo. On a 


n 


g3(2)= D qmr" 1Kjin. (2) 
Ces séries convergent pour | z | > R. Ici q}h PLEL le premier coeffi- 
cient non nul de la série; si q; (z) = 0, on pose nr} — —oo. 
1.1. Critère d'irrégularité d'un point singulier. Soit 
k= max n;/j, r=—k+1. (3) 
1<i<n 


Le nombre r s'appelle rang, le nombre k, sous-rang du point singulier 
z= ©. Sir —=0 (resp. r>1), le point z — © est un point singulier 
régulier (resp. irrégulier). 
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Supposons que s > 1 est un entier et que 


Q(E) = qé+...+gpats Y(t)= 2 nb", (4) 


M—= 


où Ÿ (£) est une série formelle. La série 
w (2) = 226% 9 Y (21/9) (5) 


s'appelle série normale (resp. sous-normale) d'ordre p/s si s — 1 (resp. 
s > 2). 

Le sous-rang k est un nombre entier ou fractionnaire, de sorte que 
k = p/q, où À > 0 est un entier et p et q, des entiers premiers entre 
eux. Si r est un entier, l’équation (1) admet au moins une solution 
formelle de la forme (5) d'ordre r et s — 1. Si qg > 2, l'équation (1) 
possède au moins g solutions formelles de la forme (5) d'ordre r, 
où s — q. Les séries de la forme (5) ne s’interrompent que dans des cas 
exceptionnels et en principe sont divergentes. On évoquera plus bas 
leur comportement asymptotique. Par ailleurs, les solutions de 
l'équation (1) ne sont pas épuisées par les seules séries de la forme (5). 

Les notions de rang et de sous-rang s'étendent de façon évidente 
au Cas d'un point singulier fini. 


1.2. Structure locale des solutions; cas fondamental. Si z — 
est un point singulier régulier de l’équation (1), toutes les solutions 
présentent en gros la même structure au voisinage de ce point. Plus 
exactement, il existe un système fondamental de solutions {w,, . .. 

., Wn} tel que 


w;(z)- %1(Inz)"/, z—+ 00. 


Un point singulier irrégulier est un conglomérat assez complexe de 
singularités. Par exemple, l'équation 


w'—(q()+t)u"+a()w=0, g(9= 2, 
admet les solutions w, — zæ?, w, — &. La première présente une 
singularité du même type que dans le cas d'un point singulier régu- 
lier, pour la seconde, z — © est un point singulier essentiel. 

Etudions le cas où il est possible de décrire complètement la struc- 
ture d’un système fondamental de solutions. Supposons que dans 
l'équation (1) 


qj (2) = 2**p; (2), 1<j<n, 


les fonctions p; (z) sont holomorphes au point z — oo. Supposons 
que les racines p,, . .., p, de l'équation 


p+ pa(co) p+ ... + ps (0) = 0 (6) 
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sont différentes et non nulles. Le rang de l'équation (1) est alors égal 
à r — k + 1. L'équation (1) possède alors nr solutions formelles de 
la forme (5): 


h+1 co 
wi(z)= 2°1exp { 2: Gjm2" } “ L'jm= (7) 
m= À m= 0 


ajo = Py/(K+1),. wjo= 1. 


Ces séries formelles sont asymptotiques dans certains secteurs du 
plan de la variable complexe z. Fixons j et { et considérons l'équation 


Re [(à;— A) 2**1] = 0. (8) 


Cette équation définit un nombre fini de rayons appelés lignes de 
tokes. 

Si S: a < Argz<B,|z|>> 0, est un secteur qui pour j donné 
ne contient aucune des directions (8), l'équation (1) admet une solu- 
tion w; (z) qui est justiciable du développement asymptotique (7) 
lorsque z —> co, z € S. Bien plus, l’un des rayons frontières du sec- 
teur $ peut être confondu avec l’un des rayons (8). 

Si ces conditions sont remplies pour tous les j, l'équation (1) 
admet dans le secteur S un système fondamental de solutions pour 
lequel est valable le développement asymptotique (5) lorsque z — , 
z ES. Le plan de z complexe est entièrement recouvert par un nombre 
fini de tels secteurs S,, ..., S,; ces secteurs peuvent être choisis 
de telle sorte que l'intersection de deux voisins soit non vide. Dans 
chacun de ces secteurs, il existe un système fondamental de solutions 
admettant le développement asymptotique (7); désignons-les par 
wi (z), ..., wn (2). On a 


W; (2) = Cr (z), 


où C;, est une matrice constante d’ordre n. 

Les matrices C;, s'appellent matrices (ou multiplicateurs) de 
Stokes. Si l’on connaît tous les multiplicateurs de Stokes C;j+:; 
(pour j = N on prend la matrice C,), on peut trouver la repré- 
sentation asymptotique d'un système fondamental de solutions de 
l'équation (1) lorsque z —+ © suivant une direction quelconque. 
Mais on ne peut trouver tous les multiplicateurs que dans un nombre 
fini de cas. Leur recherche équivaut en fait à l’intégration de l’équa- 
tion. 


1.3. Structure locale des solutions ; cas général. Considérons l'équa- 
tion (1) avec le point singulier irrégulier z — œ. Supposons que 


28 THÉORIE ANALYTIQUE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES [CH. TI 


kh>1,1;>1 et m; > 0 sont des nombres entiers, 


MAS 


Q;(z) = 3 ajnzh, O,(:)— 


 Wy(z)(nz})*, 
k=0 h= 
(9) 
Fr (2) = di Vyuizl  Vyro—= 1, 
et posons 
w,(2):= 25e 30, (2). (10) 
L'équation (1) admet un système fondamental {w, (z), . . ., w, (z)} 


composé de solutions de la forme (10). Dans certains secteurs S de 
la forme a < Arg z < B l'équation (1) admet un système fondamen- 
tal pour lequel les séries (10) sont asymptotiques lorsque z —+ oo, 
z ES [4]. L’algorithme de construction des solutions formelles et des 
secteurs $ est très compliqué dans le cas général. 

Remarquons que si Q; (2) = 0, la solution correspondante w, (z) 
admet la même structure que la solution au voisinage du point sin- 
gulier régulier z — co. 


2. Système d'équations. Considérons le système de nr équations 
w" = ZA (z) w, (11) 


où r > 0 est un entier, À (z) une fonction matricielle holomorphe au 
point : z — ©, À (co) Æ 0. Dans ce cas le point singulier z = 
peut être aussi bien irrégulier que régulier ($ 2). 

On a 


Cette série converge pour | z | > R. Supposons que les valeurs pro- 
pres À,, ..., Àn de la matrice À, — À () sont distinctes et non 
nulles et soit $S un secteur du plan de z complexe ne contenant pas de 
lignes de Stokes (8), où j est fixe. Le système (11) admet alors une 
solution de la forme (7); dans cette formule w,, sont des vecteurs 
constants et de plus w;, est un vecteur propre de la matrice 4,, 
c'est-à-dire que Awj9 = Àjw,. La série (7) est une série asymptoti- 
que pour la solution w, (z) lorsque z + co, z € S. Il existe un système 
fondamental de telles solutions dans le secteur S sous les mêmes con- 
ditions qu’au n° 2.3. Une matrice fondamentale du système (11) est 
de la forme 


W (z) = ® (z) zReQu), 
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où À est une matrice constante d'ordre n, Q (z) une matrice diagonale 
dont les éléments diagonaux sont des polynômes de degré r + 1, 
et O (z), une série asymptotique: 


D(z)= D D: 
m=—0 


Dans le cas général, le système (11) admet un système fonda- 
mental formel composé de solutions de la forme (9) et (10), où w;1 
sont des vecteurs ; ces séries sont asymptotiques dans certains secteurs 
du plan de z complexe. 

Signalons que même pour l'équation scalaire (1) et même dans 
le cas fondamental, la construction de la série asymptotique d’une 
solution de la forme (7) est compliquée déjà pour nr — 2. Les métho- 
des asymptotiques sont plus efficaces (chap. V). 


3. Variétés de solutions. 


3.1. Système du premier ordre. Considérons un système de nr équa- 
tions 
'w" = À (t)w + f(t) (12) 


sur la demi-droite ? — [a, œf, a > 0,où r > 0 est un entier, A (ft), 
f(t) EC* (Det pour { —+ on a les développements asymptotiques 


A(D= D AT, (DE À fut, 
m=0 m—0 
de plus À, 0. Supposons que la matrice À, ne possède pas de 
valeurs propres imaginaires pures. On peut admettre que À, est 
une matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux sont des 
matrices carrées À _ et À, d'ordre m et r7 — m respectivement, et 
de plus Re À; << 0 (resp. Re À; => 0) pour toutes les valeurs propres 
de la matrice À _ (resp. À :). On peut se ramener à ce cas par la trans- 


formation w — Tw, où T est une matrice constante non dégénérée. 
Considérons les partitions compatibles en blocs 


A_ 0 L_ Î- Vis Vie 
af A) vhs) 40-42 [5 5) 


L'ensemble M” des solutions du système (11) bornées pour 4€ I 
est une variété linéaire de dimension m. Le système homogène (12) 
pour f () = O0 admet m solutions linéairement indépendantes dé- 
croissant exponentiellement lorsque {—+ oo et nr — m solutions 
linéairement indépendantes croissant exponentiellement lorsque 
t— oo. La variété M" peut être décrite par l'équation [39] 


w+ = à (t)w_ + $ (1) (13) 
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pour > T 51. Ici «& (t) est la solution de l'équation matricielle 
de Ricatti 


t'a —A,a—aA +V,a—aV,,—aVoa+ Vo, ZT, (14) 


satisfaisant les conditions de Cauchy à l'infini: 
lim œ(t) = 0. (15) 
{—>00 


Pour T 5 1 cette solution existe et est unique. La matrice « (t) 
se développe pour { — en la série asymptotique 


(ss 


œh 
a (t) — TR (16) 
ke! 
En portant (16) dans (13) et en identifiant les coefficients des puis- 
sances de t, on obtient un système récurrentiel d'équations algébri- 
ques linéaires d'où l’on peut tirer de proche en proche œ;, &s, . . - 
Ces équations sont de la forme 


A,&—@,A_ — — lim LA V, (£), 
{—00 
A,a;—a@jA_ = p;(æ, 7 Gj-1), j=2, 3, .. 


La fonction vectorielle $ (£) est solution du problème de Cauchy 


TB" = AP + (Vos — aV io) B+ f4 — af. 
lim B(#)= — 45f4 (0), 
Î— 


solution qui existe et est unique pour { > T > 1. Pour t —+ , on 
a le développement asymptotique 


JOPDHE-E 


h= 0 


Cette méthode est largement appliquée dans le calcul numérique 
pour transférer la condition à la limite du point à l’infini en un point 
fini [39, 871]. 


3.2. Système du second ordre. Considérons un système de x équa- 
tions 


w" = l A(i)w (17) 


sur la demi-droite Z, où r > 0 est un entier et À (£), une matrice de 
classe C®(7) qui se développe en série asymptotique. Supposons que 
les valeurs propres À,, . .., À, de la matrice 4, — À (œ) ne sont 
pas situées sur la demi-droite ]—co, 0] du plan de À complexe. L’en- 
semble M” des solutions du système (12) bornées à l'infini est un 
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espace vectoriel à r dimensions. Déduisons cette équation par une 
factorisation de l'opérateur différentiel de (17). On cherchera des 
fonctions matricielles «& (t) et B (£) telles que 


d d dd 
(8) (a —c)= 140. (8) 
De là on déduit que f = —« et l’on obtient l'équation matri- 
cielle de Ricatti 
a'+a =!" A(t), TLt< oo. (19) 
Posons les conditions de Cauchy à l'infini: 
limt-"2a(t)=—YA,, (20) 
{— co 


où Y 4, est une matrice dont les valeurs propres sont situées dans 
le demi-plan Re À > 0 et (V4,) = Ay Pour T 51 le problème 
(19), (20) admet une solution et une seule. 

La fonction matricielle & (ft) se développe en la série asymptotique 


[o 
æ(t)=ir/2 ÿ AE (21) 
k=0 
suivant les puissances demi-entières de f"!. Si r est un entier pair, 
la matrice & ({) se développe suivant les puissances entières de &1. 


Ici &, = —Y A, et la substitution de la série (21) dans le système 
(17) nous conduit au système récurrentiel d'équations d'où l’on peut 
tirer de proche en proche @;, &, . .. 

De (18) il suit que si 


w (t) = à (é) w (+), (22) 


où «& (t) est solution de l'équation (19), alors w (£) est solution du 


système (17). Si & (t) vérifie les conditions de Cauchy (20), alors 
w (t) E M. 


Considérons le système non homogène 
w° = fÎA (ti) w + f (t)], 


où À (t) satisfait les mêmes conditions que plus haut, f (t), les con- 
ditions du n° 3.1. L'ensemble A/" des solutions de ce système bornées 
lorsque £—> oo est une variété linéaire de dimension n. 

En vertu de (18), ce système peut être mis sous la forme 


d d : 
(++a) (Fa) w + t'f(t) =0. (23) 
Cherchons l’équation de M” sous la forme 


(5 —a (+) )w=8 (9. (24) 
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En portant cette relation dans (23), on obtient l'équation en $: 
B+a(t)B—1"f(e). 


Donnons-nous les conditions de Cauchy à l'infini: 
Lim #28 (1) = —(V A) ‘fo: 
{—00 


La solution de ce problème de Cauchy existe, est unique pour 1 > 
> T ÿ51 et B (f) admet le développement asymptotique 


Le») 
Pa 
B(t)=#72 THE? { — co. 
k::0 
Sir est pair, cette série ne contient que des puissances entières de £”. 
Les coefficients B,, B:, . . . se déterminent à partir d’un système 
récurrentiel d'équations algébriques linéaires. 


3.3. Systèmes non linéaires. La méthode de transfert de la con- 
dition à la limite d’un point singulier en un point non singulier 
mentionnée ci-dessus pour les systèmes linéaires est développée dans 
[39] pour les systèmes non linéaires. Exhibons l’un de ces résultats. 
Considérons le système de r équations 


w” —=f{(i, w) (25 
sur la demi-droite /. Supposons que 
f (, w) = À (t)w + g(t, w), 


où À (t) E C” et se développe en une série asymptotique de la forme 
(12) et la fonction vectorielle g ({, w) est un polynôme en w, c'est- 
à-dire que 


\ 
g(t, u) = À, ga(t}u®, 


où les fonctions vectorielles £g,, ({) se développent en les séries asymp- 
totiques 


La(t)= 2 Ent" 


lorsque £ —+ co, g, (t) E C°°(1) pour tous les &, où 
œ=(a@, ..., &n), [al=@m+...+a. uwe=wt ... uw. 


Supposons que les valeurs propres de la matrice À, ne sont pas situées 
sur la demi-droite |—co, 0]. Posons la condition à la limite à l'infini: 


lim w(#)=0. (26) 
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Sous les conditions posées, les solutions du système (25) satis- 
faisant la condition (26) forment pour chaque t fixe une variété non 
linéaire M” de dimension x dans l’espace (w, w’). On cherchera 
l'équation de M" sous la forme 


d'= a (it, w). (27) 


La solution de ce système sera solution du système (25) si la fonction 
vectorielle & satisfait l'équation aux dérivées partielles non linéaire 


oc a . 
+-a=f(t, w), 1>T. (28) 


Cette équation est envisagée dans le domaine TLt<oœo,|w|<e, 
où T7 > 1, e € 1. Pour « dans (27) on prend la solution, holomorphe 
en w, du problème de Cauchy à l'infini: 


lim at, w)=y(w), |w|<e, (29) 


où y(w) est une solution de l'équation 
N 
ti 
TL y= A0 + D) gent 
IB1=2 
telle que 


v(w)=—7V 4w+O(Iw]?), [w| +0. 


La valeur Y À, est la même qu'au n° 3.2 

Pour & € 1, T > 1 le problème de Cauchy (28), (29) admet une 
solution unique qui se décompose pour |w|<e, t> T, en une 
série convergente 


© 


a(t,w)=—Y Auw+ 2 ag (t) wf, 
t91=1 


où les fonctions vectorielles &; (t) se développent pour { > œ en les 
séries asymptotiques 
at) 
= D 7: IB>1. 


120, IBl+12>2 


([ © 2 ? Q Cd e 
Pour les vecteurs ag” on obtient un système récurrentiel d'équations 


algébriques dont la résolution se ramène à chaque étape à celle d’un 
système linéaire d'équations algébriques. 

Un exposé plus détaillé des résultats acquis dans cette direction 
est accessible dans [391]. 


S—01011 


CHAPITRE II 


ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE 
SUR L’AXE RÉEL 


Dans ce chapitre on étudie des équations de la forme 


y" +p(x y +q(x, À) y =0 


et des systèmes de deux équations du premier ordre pour zx réel. 
On exhibe des formules asymptotiques pour les solutions sous l’hypo- 
thèse que les équations ne possèdent pas de points de retour. Les 
coefficients des équations sont supposés être suffisamment diffé- 
rentiables. Les formules asymptotiques mentionnées dans ce chapitre 
s'appellent: approximation WKB (ou représentation asymptotique 
WKB), approximation quasi classique, approximation H.F., etc. 


$ 1. Transformations des équations 
du second ordre 


Pour étudier l'équation 
y" +p(G)y +q(x)y =0 


on se sert des transformations suivantes. 
14. La substitution 


1 


y = EXP {—— p(t)dt} z 


D y H 


ramène l'équation (1) à la forme 
27 + (q — p°/4 — p'/2) z = 0. 
Considérons l'équation binomiale 


y +Q(Gx)y=0. 


(1) 


( 


2 


C1 


) 


2. La substitution y’/y — w ramène l'équation (2) à l'équation 


de Ricatti 
w' + u* + Q (x) = 0. 
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3. La substitution 


y=lp' (#2, x-p(8) 
ramène l'équation (2) à la forme 


d?z (à p”" (5) __ 3  p’Œ) |? 
+06 Or+-ES- (ES) ]:=0. 


L'équation reste binomiale par cette transformation. L'expression 


Là 3 # 2 
gr (v) (68 
s'appelle dérivée de Schwarz. 
4. Considérons l'équation 


(P (x) y) + Q G)y = 0, 
où P (x) > 0et Q (x) > 0. La substitution 


eV Ua, y=(P(HQ Ge 


ramène l'équation (3) à la forme 
d?z 
TE +2 TA 
q= : PQ © — P ns + ( PQ) "4. 


La transformation (4) s'appelle transformation de Liouville. 


En particulier, l'équation 


y"+Q()y=0 

se ramène à la forme 
d°z 

a +2+92=0, = —- TG + 


La transformation de Liouville 


z=p(z)y, E= (V5 di, 


E 4 
__f Q(zx) 1/7 | R (1) 
p()= [e] EXP + | P(t) dt} 
ramène l'équation 


PG)y"+RG)y +Q(G)y=0 


LH ES 


à la forme 
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La transformation de Liouville ramène les équations à coeffi- 
cients croissant régulièrement (dans un certain sens) à l'infini à des 
équations à coefficients quasi constants. 


Exemple. Soit Q (x) — art, x + +o, a > —2, a > 0, et sup- 
posons que cette représentation asymptotique est deux fois déri- 
vable, c'est-à-dire que Q°’ (x) — aax%!, Q'(x) = a (œ — 1) x. 
Alors 


E(+oo)= +oo, g—=0(E"t"7/a+9), 


de sorte que q (£) —+ 0 lorsque Ë — + oo, q € L; (10, col). 
5. Le système 


u = an (z)u + is (x) v, L° = Go (x) u + ave (x) v 


se ramène par la transformation 


u = pcosô, v=psin6 (6) 
à la forme 
= (au —au)+— r cos (28 + +), 
= (au+a)+rsin (28 +), 
où 


r* = (@u — G2o)* + (@ie + au)”, 
cos Ÿ —= (Go + Ge), sin Ÿ — (a; — Goo)/r. 
La transformation (6) s'appelle transformation de Prüfer. 


En particulier, l'équation (3) prise avec le signe + se ramène par 
la transformation 


y=(PQY"/psin0, Py=pcos 
au système 
, 7Q , À … d 
8 = }/ Sr sin 6 In (PQ), 
£_— 1 sin? 6 _. In (PQ). 
6. La transformation 
y=ui tu, 


=(VPO-FÉS ju (VPO+ÉT ee (D 
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ramène l'équation (3) (prise avec Île signe —) au système 


i]-[206 1-0 dal e].e 
«= ml (VPO)) VPO-<+P((VPOY]. (9) 


Cette transformation possède les mêmes propriétés que la trans- 
formation de Liouville. En particulier, &, € L (Jb, cl) pour un 
certain b si P = 1 et la fonction Q (x) est de la même forme que 
dans l’exemple. Mais elle a l'avantage de ne pas exiger le change- 
ment de la variable indépendante et peut donc être utilisée pour les 
équations à coefficients complexes. 

7. On cherchera une solution de l’équation (2), où Q (x) > 0, 


sous la forme 
< 


y= QV4 (e)1A (ei + B(r)e-isty, S(2)= | VOGd. (10) 


Choisissons À et B tels que 
y == 1QVA (x) LA (x) ei) — B (a) es]. 


La dérivation de la solution y (x) de (10) n'’affectera que les expo- 
nentielles. Les fonctions À (x) et B (x) doivent alors satisfaire le 
système d'équations 
r_ 1 Q° 0; r __ 1 Q" »; 

A = QG ° 2iSB, B=r Ge SA. (11) 
Si la fonction Q (x) varie lentement pour x >> 1 (par exemple Q (x) —+ 
—+ Q, > 0, Q° (x) —+ 0), les coefficients des seconds membres de (11) 
seront petits pour z © 1. Introduisons la fonction R (x) = B (x)/A (x) 
qui dans les problèmes de propagation des ondes joue le rôle d’un 
coefficient de réflexion. La fonction R (x) est alors solution de l’équa- 
tion de Ricatti 


R' = 27 (625 — R'e-235). 
8. Considérons le système de type Dirac: 
Qs1 (X) ol | 0 | | 
Jy' | =Ày, J— , Y= , (1 
VTlout get) T4 —10/ #-[,/ 4 


à coefficients réels, qi: (7) = Qs1 (x). La transformation y — T (x) z, 
où 
, p(o=—— | (qu (t)+ ge (4) dé, 


cosp —sin M 
sin cos p 


.T@=| 
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ramène le système (12) à la forme 


_ [p(@) q(x) 
a +[70 _p(s 


1 . 
q (x) = que COS 2 + (922 — J1) Sin 2, 


|v=a 


1 . 
P(z) = (q11 — Q22) cos 29 + q12 sin 29. 


$ 2. Estimations WKB 


Considérons l'équation 
y" —Q(x)y =0 (1) 


sur l'intervalle Z: a << x << b, fini ou infini. La fonction Q (x) € 
€ C* (1) est à valeurs complexes et vérifie les conditions: 
1))Q0G)#0, ze]; 

2) il existe une détermination de YV Q (x) de classe C* (7) telle 
que Re VO(G)>0,z:€lI. 

C'est cette détermination de V Q (x) qui interviendra dans toute 
les formules. 

Précisons la condition 2). Si la fonction Q (x) est réelle, elle 
résulte de 1). Supposons que © (x) est à valeurs complexes ; l’équa- 
tion z— Q (x), xE I, définit alors une courbe y dans le plan de 
z complexe. La détermination de la fonction w — V z qui est telle 
que w (1) = 1 met en correspondance biunivoque le plan de z muni 
d’une coupure le long de la demi-droite ]—, 0] et le demi-plan 
Re w >> 0. La courbe y ne peut donc couper la demi-droite ]—o, O]. 


14. Estimations WKB. Introduisons les notations 
na 


S(& 2= | VQG dt, @) 


Xo 
x 


| [a (t)1 dt 


Xe 


, (3) 


P (Tor T) = 


où &, (x) est de la forme (9) du $ 1 pour P (x) = 1. 
1.1. La solution y,. Posons 
ya (x) = QT (x) exp {S (zo z)}. (4) 
Si la condition 
p (a, x) <<'œ, zElI, (5) 
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est réalisée, l’équation (1) admet une solution y, telle que pour 
zEI 
He 1 | L 2 (e2Pta. x) — 1). (6) 
ÿy1 (2) 


Les estimations (6), (8) et (11) s’appellent estimations WKB. Si 
Q (x) = (ar + b)-*, l'estimation (6) est exacte. 
La solution y, satisfait la condition à la limite 


. , FTA  OQ'(x) 0. 
lim yi(x)/[ (VO DE) ut ]=0 (7) 
La dérivée y; (x), x € Ï, est justiciable de l'estimation 
yi (x) —1À +1 Q° (x) + 
V QG) (2) | Q°” " 
ru 2P(a, x) — 
+4 | 1 + lee z) | (e 1). (8) 
1.2. La solution y. Posons 
ya (x) = QT (x) e-stre. » (9) 
et supposons que 
p (x, D) Lo, rE I. (10) 


L'équation (1) admet alors une solution y, telle que pour x € JZ l’on 
a les estimations 


2 (2) 1 <2 (e2Ptx, b) 4), 
ye Fe (41) 
ya (2) < 9 |, 
4 Tone 5 EF G 
+4 (147 SE) (ere o 1). 


La solution y, satisfait la condition à la limite 


lin p(1/[(V0R +58) m@]=-1 (42 


Les estimations WKB entraînent immédiatement les formules 
asymptotiques suivantes: 


y, (x) ya (x), T—+ a; Ya (x) — y (2), z —+ b. 
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2. Equations intégrales pour les solutions. Construisons la solu- 
tion y, en ramenant l'équation (1) à un système d'équations inté- 
grales. La substitution 


y= Yi (x) (tit ue), (13) 
» J —— Q’ | — Q’ 
y=n(@[(Vo-$)u-(Vo+$)u]. 
comme indiqué dans le $ 1, ramène l'équation (1) au système 
ui=a(z)(ut+u), u;—2V Q(r)u2= — a (x) (ui + u). 


Ce système est équivalent au système d'équations intégrales 


us (e)= ci | ou (E) (us (#) + us (0) dt, 
; (44) 
(2) = co | 256% 0e, (8) (us (#) + ue (0) de, 


ou, en écriture opératorielle, 
u = u° + Ku, u = (lu, Ua) , 


où X est l’opérateur intégral de (14). Comme a << t< x, il suit de 
la condition 2) que Re S (x, ft) < 0 et par suite 


Lexp {2S (x: t)} 1 < 1. (15) 


Ceci nous conduit aux estimations 
Eu) (DIS 1e IC I+ le Da =, 2. 


Posons c, = 1, c: — 0 et appliquons au système (14) la méthode 
des approximations successives : 
ui = vu + Ku”. 
Cette méthode converge et donne une solution w (r) telle que 
Luy(xz)—c,;|<exp{2p(a, z)}—1, j—=1, 2. 
Cette estimation et (13) entraînent les estimations WKB (6) et (8). 


Par ailleurs 
limu,(r)=1, limu,(x)=0, 
xea x—a 


ce qui prouve (7). La solution y. se construit de façon analogue. 
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Si la fonction Q (x) est réelle, on obtient les estimations WKB 
en appliquant la transformation de Liouville à l'équation (1) et en 
ramenant l'équation ainsi obtenue à une équation intégrale. 


3. Equation sous la forme auto-adjointe. Considérons l’équation 
(P (x) y) — Q G) y = 0. (16} 


Soient P (x), Q (x) E C* (7) et supposons remplies les conditions: 
1) PG) #0, Q() Æ0, zE]; 
2) il existe une détermination de VQ (x}/P (x) de classe C® (/} 
telle que Re VQ (x}/P )>0,z€l. 
Introduisons les notations 


S (To z) — | y 2 dt, 
x0 


y, (x) =1P (x) Q (HT exp {S (ro, x)}, 
P (2, z)—| | | œ (?) | dt L 
Xe 
où «&; (x) est de la forme (9) du $ 1. L’équation (16) admet une solu- 
tion y, (x) qui est justiciable de l’estimation (6) pour x € Z. On a aussi 
des estimations identiques à (8) et (11). 


$ 3. Représentation asymptotique des solutions 
de l’équation du second ordre 
pour de grandes valeurs du paramètre 


1. Equation binomiale. Considérons l'équation 
y" — Mg G)y =0 (1} 


sur l'intervalle Z — [a, b]}, où À >> 0 est un grand paramètre, q (x), 
une fonction à valeurs complexes, q (x) € C”(1). 
L’équation (1) est une équation à petit paramètre £ — À"! en la 
dérivée supérieure : 
E°y" — q (x) y = 0, 


et de plus les coefficients dépendent de façon élémentaire de €. 
Dans ce paragraphe les résultats relatifs à la représentation asympto- 
tique des solutions seront d’abord formulés pour l'équation (1) et 
ensuite étendus au cas où les coefficients dépendront de façon plus 
complexe du paramètre &. 


42 ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE SUR L'AXE RÉEL ICH. II 


1.1. Solutions asymptotiques formelles. Si q — const — 0, l’équa- 
tion (1) admet deux solutions linéairement indépendantes y, = 


— exp {+X Vaz}. Si q (x) æ const, on cherchera la solution de 
l'équation (1) sous la forme de la série asymptotique 


y — ex S(x) à an (z)À*. 
& =. 


I1 est plus commode de mettre cette série sous la forme 


x 00 


y = exp { | D À la (t) dt} . (2) 


h=-—1 


La substitution y’/y — w ramène l'équation (1) à l’équation de 
Ricatti 


w’ + uw? }2q (x) — 0. 
En portant l’expression (2) dans cette équation, on obtient l'identité 


A hai (2) + (À Alan (29) — Ag (7) = 0. 


— 


© 
V 
_ 
k=-1 
En égalant à zéro les coefficients des puissances de À-!, on obtient 
un système récurrent pour les fonctions inconnues &_, (x), &, (x), 
Les calculs revêtent un caractère formel. 

La première de ces équations est &°, — q, de sorte que &a_1 = 


— +Yq Pour &_1 — Vq (la détermination choisie sera indiquée 
dans 1.2) on a 


ai(1)=Va®, &(r) = —-2€ 


4q (x) ‘ 
À q"(x) 5 q'’(x) (8) 


On remarquera que la fonction «, (x) est la même que (9) du $ f. 
Pour les fonctions suivantes «&; (x), on obtient les relations ré- 
currentielles 


R 
ane (où (a+ 3 a (9) ans (@).  (@) 


Si &_ (x) = —V a (x), il faut remplacer V q par —V q dans les 
formules (2) et (3). 
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L'équation (1) admet ainsi deux solutions asymptotiques for- 
melles 


Y x 


yi(z, À)=gqg"'"A (x) exp {à | V'a(t) dt + S Ar" | @n (t) dt} , 
i 


k= 


(5) 
ga(z, D = gt (x) exp {—2 | Va dt +5 (7% (au (0) à}. 


R=1 


Ces séries asymptotiques s’interrompent dans deux cas. 
A. Si q (x) = (ax + b)°*, alors a, (x) = 0 pour k > 1. Les for- 
mules (5) nous donnent alors les solutions exactes de l'équation (1): 


pir= gi (sexp{ +2 | Vaud}. 


B. Si q(x) — (ax* + bx + c)*, alors a, (x) = 0 pour k > 2. 
L'équation (1) s'intègre aussi par quadratures, mais les formules (5) 
ne donnent pas les solutions exactes si a Æ# 0. 

Les formules (5) ne sont visiblement pas valables aux zéros de la 
fonction g (x). En effet, si q (x,) = 0, les seconds membres de la for- 
mule (5) deviennent infinis pour x = x,, tandis que les solutions de 
l'équation (1) sont des fonctions régulières. 

Les zéros de la fonction q (x) s'appellent points de retour (turning 
points) de l'équation (1). Les racines de l'équation caractéristique 
p® — qg (x) = O0 sont confondues en tout point de retour. 


1.2. Terme principal de la représentation asymptotique. Admettons 
que g(x) E C* (1) et introduisons les conditions: 

1) l'équation (1) ne possède pas de point de retour, c'est-à-dire 
que gr) 0, x El; 

2) il existe une détermination de V q (x) de classe C? (7) telle que 
Re Va) >0,:€l1. 

De 1.1 il s'ensuit qu'il existe des solutions asymptotiques for- 
melles même lorsque la condition 2) n’est pas remplie. Cette con- 
dition n'est pas nécessaire à l'existence de solutions admettant un 
développement asymptotique de la forme (5). Mais sa violation peut 
conduire à l’inexistence de telles solutions même si g (x) est une fonc- 
tion analytique ($ 8). 

Introduisons la notation 

x 


S(z = | Vatat. (6) 
X0! 
L'équation (1) admet deux solutions y, et y, de la forme 
Yia(z, A)=g ta (z)exp{+ AS (x 2)}1+O (A), À ++ 00. (7) 
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L'estimation du résidu est uniforme en x E€/, c'est-à-dire que 
[O GIE CN pour À > 1, où C est indépendant de zx. 

La formule asymptotique (7) peut être dérivée deux fois par rap- 
port à x, c'est-à-dire que 


Da (e, à) = GE Va 4 (exp 2S (a, DAHOGIN 


L’estimation du résidu est uniforme en x € /. Les solutions y, et y: 
sont linéairement indépendantes pour À >> fi. 

La formule asymptotique (7) s'appelle approximation WKB, 
approximation quasi classique, approximation H.F., etc. 

Signalons que pour y, et y. on peut prendre des solutions satis- 
faisant les conditions de Cauchy : 


Yi(a, À)=A, yi(a, })— A[A Vq(a)—g'(a)/(4gq(a))], 
Ya(b, 2)=B, y,(b, 2) = —BIà V q(b) + q'(b)/ (4 (b))], 
où À et B sont des constantes. 


Toutes les assertions de 1.1 et 1.2 résultent des estimations WKB 
($ 2). En effet, en comparant les équations (1) des $$ 2 et 3, on obtient 


Q(z)= aq), ax; Q)= Aa (zx; 9), 
0 (Los 25 Q)= À Ip (x z; 9). 
La fonction &, (x; q) est calculée à l’aide de q (x) (cf. (3)), la fonc- 


tion &, (x; Q), à l’aide de Q (x). La formule (6) du $ 2 nous donne 
l'estimation 


Yy1 (x, À) —_ 1 
ÿi (x, À; 0) 


À too, j—1,2. 


(9) 


<2 (exp {pa z;g}—1). 


Le second membre de cette estimation est d'ordre O (À!) lorsque 
À — co. Les formules (7), (8) et (9) résultent des formules (7), (8), 
(11) et (12) du $ 2. 


1.3. Structure des solutions pour q (x) réelles. Le comportement des 
solutions dépend essentiellement du signe de la fonction gq (x). 

A. Solutions non oscillantes: q (x) > 0. Prenons les approxi- 
mations WKB de la forme 


Y1(x, À) gl (x)exp {AS (a, x)}, 

Ya(x, À) gl (x)exp{— 28 (x, b)} 
et fixons À 5 1. La solution y, est égale à 97!/* (a) + O (X1) pour 
z = a, est strictement croissante et exponentiellement grande pour 


— b. La solution y, possède les mêmes propriétés si l’on permute 
a et 0. 
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B. Solutions oscillantes: qg (r}<< 0. Au lieu de ({) il est plus 
commode d'envisager l'équation 


y + Ag (zx) y =0, (10) 
où q (x) >> 0. Cette équation admet un système fondamental de solu- 
tions 

Yi.2(r. À) + qexp{+ ëàS (0, z)}: 


qui peuvent être choisies conjuguées complexes: y, = y,. Les solu- 
tions réelles y; = Re y,, y; = Îm y, forment un système fondamental 
et sont de la forme 


Ya(t À) =qg"3(x) cos [AS (x, z)] + O (À), 
y, (x, À) = gt (x) sin [AS (x, x)] + O (À°1), 


c'est-a-dire sont des fonctions fortement oscillantes. 


1.4. Développements asymptotiques. Supposons que g (x) € C”(1) 
et que les conditions 1) et 2) sont réalisées. L’équation (1) admet 
alors deux solutions de la forme 


Ya,2(2, À) =" (z)exp{+ ÀS (x, z)} x 
N-1 
X[1+ ZX A-aË (2 +O(G "NI, À +oo, (11) 


R=1 


où V >> 1 est quelconque et l'estimation du résidu est uniforme en 
zEI. Les formules asymptotiques (10) peuvent être dérivées par 
rapport à x et à À un nombre arbitraire de fois sans violation de l’uni- 
formité en x de l'estimation du résidu. 


Les coefficients ax) se déterminent à partir des identités for- 
melles 


exp E ( + A)" an (t) dt}= = 1 + 2 A haË (x). 


Le développement de l’exponentielle en séries formelles de À”! 
pous donne les fonctions aï (x). Ecrivons les développements limités : 


Y1,2(7, À)=g"1/4 (x) exp {+ À Va) dt} x 


x [1 + à" | (+20 S ous ‘à jæ+0ox2|. 


Xo 
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Pour y,.: on peut prendre les solutions satisfaisant les condi- 
tions de Cauchy: 


, N-1 
n(a=A. yi()-A[1Va@- LE + Kha(a)], 
k=1 (12) 


N-1 
y (b)=B. v,6)=B[—2Vo + ES (—)-r ab) ]. 
k==1 


1.5. Paramètres auxiliaires et À complexes. Formulons le théorème 
de dépendance analytique des solutions des équations différentielles 
linéaires par rapport aux paramètres. Soient 7 un intervalle de l’axe 
des x, D, un domaine dans le plan complexe. Posons le problème 
de Cauchy pour un système de nr équations: 


y'=A(z, u)y, y(xo LU) = Yo(u). (13) 


Théorème. Supposons que la fonction matricielle À (x, li) est con- 
tinue pour (x, u) € 1 X D et holomorphe par rapport à un dans le 
domaine D pour tout x € T fixe. Supposons que la fonction vectorielle 
Yo (u) est holomorphe dans le domaine D. Alors la solution y (x, u) 
du problème de Cauchy (13) est holomorphe par rapport à u dans le 
domaine D pour chaque x ET fixe. 


Considérons le problème de Cauchy pour une équation diffé- 
rentielle linéaire d'ordre n: 


y +q(z ny + ... Hg, (zx, u)y =0, 
Y (To H)= You), Y'(to H)= Yu), .-., y (x, U) = y (hu). 


Si les coefficients q; (x, u) et les données initiales y; (1) possèdent 
les mêmes propriétés que À (zx, u) et y, (u), la solution y (x, pu) du 
problème de Cauchy est holomorphe par rapport à u dans le domaine 
D pour chaque z € J fixe. 

En particulier, si À — B = 1, les solutions y, , (x, À) vérifiant 
les conditions aux limites (12) sont des fonctions entières de À pour 
chaque x E Z fixe. 

Considérons l'équation 

y—hq(z. u) y = 0. (14) 

A. LL est un paramètre réel, D un intervalle de l'axe reel. On 
admet dans ce cas que q (x, u) E C®(I X D). 

B. u est un paramètre complexe, D un domaine du plan complexe 
de un. Dans ce cas on admet accessoirement que la fonction q (x, pi) 


est holomorphe par rapport à u dans le domaine D pour chaque 
æEI fixe. 
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Les résultats établis plus haut pour l'équation (1) s'étendent 
intégralement à l'équation (14) si les conditions exigées sont réalisées 
uniformément en u. Introduisons les conditions: 

1) a u)1>68>0 pour (x, u) EI X D, où 6 ne dépend 
pas dezet deu; 

2) Re Vq(x, u)>0 pour (x. 1)EI X D; 

3) les dérivées des fonctions q (x. u) sont uniformément hornées 
par rapport à x et à u, c'est-à-dire que 


om*+ 


n 
gam gp 1 (er N) | K Corn 


pour (x, u) € Z X D, où les constantes C,,, sont indépendantes de x 
et de pu. 

Il existe alors des solutions y,,.(x, À, u) de la forme (11); 
dans toutes les formules il faut de toute évidence remplacer g (x} 
par q (x, u). On peut dériver les formules (11) autant de fois qu'on 
le veut par rapport à r, À et u sans violer l'uniformité en x et u de 
l'estimation du résidu. Supposons que u est un paramètre complexe. 
Les solutions y,+ qui satisfont les conditions de Cauchy (12) pour 
chaque zx € Z fixé sont alors des fonctions holomorphes de À et de p 
pour tous les À et pour u € D. 

. Soit G un domaine non borné dans le plan de À complexe. Les 
formules asymptotiques (11) restent valables pour À —+ ©, 4€ G, 
si la condition 2) est remplacée par la condition 

2*) Re (À Va(z, u)) ne change pas de signe pour À€G, 
À [> À > 0, u ED. 


| 

Exemples. 1. Supposons que q (x) > 0 pour x € J et soit y, (x, À) 
la solution de l'équation (1) qui satisfait les conditions de Cauchy 
(12), où À = 1. Alors Re 4 Va(x) >0 pour xzEl, Rex> 0, 
en sorte que la formule asymptotique (11) est valable lorsque | À | — 
— oo, Re À > 0. Montrons que cette formule est valable lorsque 
| À |— oo pour tout Arg À. La fonction y, (x, À) est réelle pour À 
réels; donc y, (x, À) = y, (x, À). Dans le développement (11) tous 
les coefficients de À-! sont réels si les À le sont, ce qui prouve l’as- 
sertion annoncée. Ceci vaut également pour la solution y, (x. À). 

2. Supposons que g (x) > 0 et soit y, (x. À) la solution de l’équa- 
tion (10) justiciable du développement asymptotique (11). Comme 
Re (iÀ V q {x)) >0 pour Im À > 0, cette représentation asymptoti- 
que est valable pour | À | —> co, Im À > 0. Pour y, on peut prendre 


la solution y, (x, À) = y, (x, À). Désignons ce système fondamental 
de solutions par {yi (x, À), y: (x, À)}. De façon analogue l’équa- 
tion (10) admet un système fondamental {y (x, À), y> (x. À)} pour 
lequel est valable le développement asymptotique (11) lorsque 
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[À | — co, ImA<O0. Ces systèmes fondamentaux sont générale- 
ment distincts. 


1.6. Dépendance plus complexe par rapport à À. L'équation bino- 
miale à petit paramètre en la dérivée seconde est de la forme 


y" —q(x, E)y = 0, (15) 


où & — À"! Les hypothèses classiques imposées à la dépendance de 
la fonction q par rapport au paramètre &e sont les suivantes. Soit S 
un secteur dans le plan complexe de € de la forme 0<|el|<e,, 
—a << 'Arge<f$f, où 0La, P< x. 

4 gx e)EC°(TXS). 

2. La fonction q (x, €) est holomorphe par rapport à e dans Île 
secteur $ pour chaque zx € J fixé. 

3. On a le développement asymptotique 


TER Qu(z)e", e 0, e€s, 
=0 


uniformément en x € Î dans chaque sous-secteur propre S” du sec- 
teur S (c'est-à-dire pour —ax << —x << Arg & < BP” < B). 

Si le paramètre € ne prend que des valeurs réelles, au lieu de $ 
on envisage l'intervalle J': 0  e << &, et la condition 2 est super- 
flue. Les conditions 1) et 2) deviennent: 

1) D) Æ0, zEJ; 

2) Re(e Ya) >0,z€1,e€s. 

L’équation (15) admet alors un système fondamental de solu- 
tions {y, (x, €), ye (x, e)} pour lesquelles est valable le développe- 
ment asymptotique (11) lorsque e + 0, & € S. Ce développement 
asymptotique est uniforme en x € lsie—0,e € S”. Le terme prin- 
<ipal de la représentation asymptotique est de la forme 


pate 9 =a te (aexp {+ et | Va dt+ 


++ ( _u (0) _ dt} [4 +0 (e)]. 


go (4) 


On peut déterminer la représentation asymptotique des solu- 
tions de l'équation (15) de trois manières. 
1. On cherche des systèmes fondamentaux de solutions sous la 
forme (2), c’est-à-dire que 
œ x 
y — exp {> e* | B;(#) dt}. 


R=-—1 
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Les fonctions B; (x) peuvent être déterminées comme au n° Î par 
des relations récurrentielles. 

2. On peut se servir des formules (11) et redévelopper les fonc- 
tions a; (x, e) y figurant en série entière asymptotique de €. 

Les formules obtenues par ces méthodes sont confondues en raison 
de l’unicité du développement asymptotique. 

Si l’on ne procède pas à un redéveloppement, ces méthodes nous 
conduisent respectivement à des séries asymptotiques de la forme 


D Pr (x) e*, à Ya (x, €) E*, 

= = 

c'est-à-dire à des développements asymptotiques au sens de Poincaré 
et au sens d’Erdelyi. Le deuxième développement est généralement 
préférable, ear les expressions des fonctions 1, sont plus simples que 
celles des fonctions +p,. Pour cette raison l'obtention du développe- 
ment asymptotique de la solution en série de € n’est pas toujours 
justifiée. 

Le développement asymptotique en série de {e“w, (x, e)}, où 
les fonctions Ÿ, ne sont pas données à priori, n’est pas unique. On 
peut améliorer l’approximation WKB en choisissant convenable- 
ment les fonctions 14. 

3. Le terme principal de la représentation asymptotique des 
solutions de l’équation (1) est donné par la formule (7) avec le résidu 


O (à). Si l'on remplace q (x) par une fonction de la forme q (x) = 
= q (zx) 1 + XB (x)l, où B (x) est une fonction dérivable quelcon- 
que, le terme principal de la représentation asymptotique ne change 
pas. Choisissons la fonction B (x) de telle sorte que 


pure = ga (aexp {+2 | Vo &}1+0(2). 


X0 


Pour cela il faut que 
LT V=_+ 1 
HAVI-R += +À +0 (5). 


d’où l’on tire f — 241/V q. Donc, l'équation (1) admet des solutions 
de la forme 


ue (e, 1)= 190 Mirexp {+2 | Vg(, 1) &}1+0 02). 
x 


Le terme principal de la série asymptotique (7) satisfait exactement 
l'équation (1) uniquement pour gq (x) = (ax + b) *. Le terme prin- 
4—01011 
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cipal du développement obtenu satisfait aussi exactement l'équation 
(1) pour qg (x) — (ax° + bx + cÿ*. Ceci étant, B (x) = const. 

On peut de toute évidence choisir q de telle sorte que le terme 
« principal » de la représentation asymptotique fournisse un déve- 
loppement asymptotique d'ordre O (À-N) pour tout N. 


2. Equation générale du second ordre. 


2.1. Représentation asymptotique des solutions. Considérons l’équa- 
tion 
y°+ Ap(x)y"+ Mg (zx) y =0 (16) 


sur l'intervalle 7 — [a, b], où p (x), q (x) E C°’(1). Les racines de 
l'équation caractéristique sont égales à 


Pne(D=3(—p()+VD(), D(x)=p°(x)—4q (0). 


Un point x, € I s'appelle point de retour de l'équation (16) si les 
racines de l'équation caractéristique sont confondues pour z = x. 
Donc, les points de retour sont les racines de l’équation 


D (x) = p° (x) —4q (x) = 0. (17) 


Introduisons les conditions: 

1) L'équation (16) ne possède pas de point de retour, c’est-à-dire 
que D (x) = 0 pour zx € I. 

2) Il existe une détermination de V D (x) telle que Re V D (zx) > 
> 0, ze. 

L'équation (16) admet alors des solutions y,,, (x, À) telles que 


Wi.z(z, = (D(a) exp {+ + | VD at 


x 
1 HAUR —1 — 
: ] TE dt} H+O(")], À ++ oo. (18) 
0 

Les propriétés de cette représentation asymptotique sont les mêmes 
qu’au n° 1.4. Il existe des développements asymptotiques d'ordre 
O (À -\), c’est-à-dire que dans (18), l’expression entre parenthèses 
peut être remplacée par la somme 


N=—1 
14 Data +O(U "), j=1,2. 
Rk=1 


Pour y,.. on peut prendre les solutions satisfaisant des conditions 
de Cauchy de la forme (12). 
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x 
La substitution y = exp {—À je dt}z ramène l'équation du 


second ordre ” 
y"+2ha (x, p)y'+ 2% (x, u)y=0 (19) 
à l'équation binomiale 
2 + M2{b(xz, p)—at(x, p)— a" (x, u)]z=0, (20) 


qui est justiciable de tous les résultats du n° 1. Nous ne les répè- 
terons pas ; signalons seulement que les points de retour des équa- 
tions (16) et (20) ne coïncident pas, mais sont voisins pour À > 1. 
Supposons pour simplifier que les coefficients a et b sont indépen- 
dants de u. Les points de retour de l’équation (20) sont les racines 
de l'équation 

D(z)— Kia’ (x) = 0. 


Si z, est un point de retour de l'équation (1), l'équation (20) admet 
un point de retour de la forme zx, (À) = x, + O (À-!). Ce fait revêt 
un caractère général : les points de retour ne sont pas invariants par 
un changement de la variable et de la fonction inconnue, mais sont 
asymptotiquement invariants. 


2.2. Equation sous la forme auto-adjointe. Considérons l’équation 

(P G)y) — Q G)y = 0, (21) 
où P, QEC®(I), P(x)#0. L'équation 
PG)p—-Q(x)=0 


s'appelle équation caractéristique, de sorte que les points de retour 
de l’équation (21) sont les zéros de la fonction Q (x). Les conditions 
1) et 2) deviennent 


Q(z)Æ0, ReVO(z/P(r) >0, ze. 


Ecrivons les termes principaux des représentations asymptotiques 
des solutions : 


x ne 
iz(z, = [P (2) Q (a #exp {+2 [y <a} 1+0-1)1. 22 
xe 
3. Remarque sur les séries asymptotiques. La formule (11) ne con- 
tient qu'un nombre fini de termes du développement asymptotique 
des solutions. Les séries asymptotiques des solutions sont utilisées 
dans de nombreux travaux sur les méthodes asymptotiques. Appli- 
qués à l'équation (1) sous les conditions du n° 1.4, ces résultats se 
formulent de la manière suivante. 


&e 
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Ld 


L'équation (1) admet une solution y, (x, À) qui se développe en une 
série asymptotique (5) lorsque À — +00 uniformément en zx € I. 

Malheureusement, cette solution ne peut être déterminée à l’aide 
de conditions de Cauchy. La démonstration de son existence s’appuie 
sur le fait suivant. 


Théorème (de Nôrlund). Soient donnés une série formelle arbitraire 


D a,z" et un secteur S de la forme 0 |z|<7r, a << Arg z< B, 
n=0 


O< B — &œ << 2x. II existe alors une fonction f (z) holomorphe dans S 
et admettant cette série pour développement asymptotique : 


f(z)= D asz", 20, 26€S. 


n—= 


La solution y, (x, À) qui admet le développement asymptotique 
(11) est définie de façon unique par les conditions de Cauchy (12) 
pour l'équation (1). On peut établir une équation intégrale pour 
cette solution. Faisons le changement 


y =Ui + Us) 
N-1 | N-1 | 
= Paut D (—iatau]. 
j=- j=- 


L'équation (1) devient alors 
put [= D AA, (2) +4 VON (x. is ][e], 
Ua j—=-1 Uo 


où A;(x) = diag (œ; (x), (—1}; «; (x)) et les éléments de la fonction 
matricielle Q, sont bornés pour x E 7, [À | > Ào > 0. Le système 
obtenu se ramène à un système d'équations intégrales de la même 
manière qu'au $ 2, n° 2. Remarquons que ce système et les condi- 
tions de Cauchy (12) dépendent de W, de sorte que la solution y, (x, À) 
en dépend aussi. Désignons cette solution par y,x (x, À). 

La solution y; (x, À) ne se développe pas en série asymptotique 
de la forme (5) sur l'intervalle 7. Plus exactement, un tel développe- 
ment asymptotique existe, mais il n’est pas uniforme en zx: au voi- 
sinage du point x = a le développement asymptotique se comporte 
comme une couche limite. 

Montrons-le pour V — 1. Considérons le système d'équations 
intégrales (14), $ 2, où c, = 1, ce — 0. Prenons l’approximation 
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zéro de la forme w° (x) = 1, u, (x) = 0; la première approximation 
est alors 
u'(z)=1+2" À a (0) dt, 


u,(z2)= —ÂÀ 1 \a,(thexp{22S (x, t)} dt. 


Q y À 


Supposons pour simplifier que q (x) > 0; la fonction S (x, t) 
traitée comme une fonction de £ atteint son maximum sur le chemin 
d'intégration au point { — a. Une intégration par parties nous con- 
duit au développement asymptotique uniforme en zx € J: 


N 
(= vip ( HO) + 


Ta tr) 
k—t 2V q(x) 


+exp{2AS (x, a)} > A1 [ LA EC 


h =1 


_ +OUR TT), 
(23) 


x 


_ 1  d 
2V at) &° 
La fonction F — exp {2ÀS (x, a)} est une fonction classique de cou- 
che limite, puisque 
Fa, À)=1; limF(zx, À)=0, x#a, 
À = +00 


et diffère sensiblement de O0 seulement dans un petit voisinage du 
point a de l’ordre de À”!. 

On s’est borné à la première approximation, mais on peut montrer 
que les solutions uv, et u. des équations intégrales admettent des dé- 
veloppements asymptotiques de la forme (23). 


$ 4. Systèmes de deux équations contenant 
un grand paramètre 
1. Solutions asymptotiques formelles. Considérons le système 
y, = A las (x) yi + as2 (x) ya), 
Ys = À [az (x) Yi + 22 (2) Ye] 


à coefficients complexes ay, (rx). Mettons-le sous la forme matri- 
cielle : 


y = ÀA (x) y, (1) 
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où À (x) — (ayr (x)). Supposons que 7 — [a, b] est un intervalle fini, 
an (x) € C(D). | | 

Le système (1) peut être ramené à une équation du second ordre 
par élimination de l’une des fonctions inconnues, mais pour cons- 
truire une solution asymptotique formelle il est plus commode de 
manipuler directement ce système. On admettra que les valeurs pro- 
pres p, (x) et p. (x) de la matrice À (x) sont distinctes pour tous les 
z ET. Alors p,.: (x) E C° (I) et la matrice À (x) admet des vecteurs 
propres linéairement indépendants e, (x) et e, (x) de classe C°(J). 


La matrice T (x) = (e; (x), e: (x)) ramène la matrice À (x) à la forme 
diagonale, c'est-à-dire que 


T-1(x) À (2) T (x) = A (x) = diag (pi (a), Pa (2). 
Soient ef (x) et e> (x) les lignes de la matrice T-? (x); alors 
ej(z)ex(z) = ôjn, e5(x) A(z) = p(x)e; (x). (2) 


On cherchera une solution asymptotique formelle du système (1) 
sous forme de la série asymptotique 


y= este D 3-4 fn (2). (3) 


En portant ce développement dans le système (1), on obtient le 
système récurrentiel d'équations 


(4 (x) — S° (x) D fo () = 0, 


4 
(A (2) — S°" (2) D) fat @) = —fh @), k = 0, 1, ... o 


De la première équation, il s’ensuit que $S” (x) est une valeur propre 
et f, (x) un vecteur propre de la matrice À (x). Posons S” (x) — 
= p, (x); alors 


fo (x) = & (x) @ (x), 
où & (x) est une fonction qui se tire de l'équation 
(À (x) — pa (x) D fi () = —f (à) (5) 
du système (1). En multipliant les deux membres de cette équation 
à gauche par le vecteur-ligne ef (x) et eu égard à l'identité (2) il vient 
et (zr)f (x) =0, zElJ. 


Donc 
x 


œ(z)=exp{ — | eï (2) es (t) dt}. 
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Trouvons la fonction vectorielle f, (x). On a f, (x) = «, (x) X 
X e, (x) + &@: (x) ee (x); en portant ceci dans le système (5), on 
obtient 


(Pa (x) — Pa (x)) &o (x) € (x) = —fe (à). 


Une multiplication de cette identité à gauche par le vecteur e5 (x) 
nous donne 
œ(z)es(z) ei (x) 
Lo (TX) = — 2 —— , 
2 (a) P1 (x) — p2(x) 
La fonction &, (x) reste indéterminée ; on la trouve à l’aide de l’équa- 
tion suivante du système (3). 
En poursuivant cette procédure, on obtient tous les termes du 
développement (2). En posant S” (x) = p, (x), on trouve de façon 
analogue la deuxième solution asymptotique formelle. 


2. Conditions suffisantes d’existence de la représentation asympto- 
tique des solutions. On dit qu'un point x, € 7 est un point de retour 
du système (1) si les valeurs propres de la matrice À (x,) coïncident. 
Introduisons les conditions: 

1) Le système (1) ne possède pas de point de retour, c’est-à-dire 
que p, (x) p2 (x) pour x € I. 

2) La fonction Re (p, (x) — p; (x)) ne change pas de signe pour 
zEI. 

La condition 2) sera discutée dans le $ 8. Introduisons les nota- 
tions 


x 


yy(x, À) = exp {2 pale) dt— | e} (#)e(#) dt}. (6) 


X0 x 


On rappelle que e; (x) sont les vecteurs propres, de classe C”(/), 
de la matrice À (x): À (x)e; (x) = p;(x)e; (x), et les vecteurs 
ei (x) les lignes de la matrice (e, (x), e; (x)°)" (cf. (2)). 

Le système (1) possède deux solutions de la forme 


N=1 


vtr 4) = vite iles (+ D fn @A+O QT, à +00. 
(7) 


où Ÿ >> Î est arbitraire, la représentation asymptotique (7) est 
uniforme en zx € J et la formule (7) peut être dérivée autant de fois 
qu'on le veut par rapport à x et à À sans violation de l’uniformité en 
x € I de l'estimation du résidu. Les solutions y, (x, À) et y. (x, À) 
sont linéairement indépendantes pour À > 1. 
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Exemple. Considérons le système (1) avec la matrice hermitienne 


__fa(z) c(x) 
AG@= TS 50 


où a (x) et b (x) sont des fonctions à valeurs réelles, c (x), une fonc- 
tion à valeurs complexes. Les valeurs propres de la matrice A(x) 
sont égales à 


ua) =+la(2)+b(2) + VD()l, D=(a—b}+4]c/2. 


et le système (1) ne possède pas de point de retour si pour x € J est 
remplie l’une des conditions: 


a)Æb(:), c(x) 0. 


On a (le signe + correspond ici à j — 1) 
e? (x) 


es(æ)=T I ej (a)=- T: 


ej(z)| 
d'où il suit que le système (1) admet une solution de la forme 
CXP {à | P, (t) dt + 


Xo0 


++ [0 (ATH) a) Le (a+ 0 (0 


2c (x) 


b(z)—a(x) + V D(x) 


| 
ÿ D() 


. 1 
y; (x, RTE 


En remplaçant V D par —Y D, on obtient la solution y, (x, À). 


3. Paramètres auxiliaires et À complexes. Considérons le système 
y'= AA (zx, p)y.j (8) 

Toutes les propositions énoncées au $ 3, n° 1.5, pour l’équation sca- 
laire du second ordre sont valables pour le système (8), pourvu que 


V a (x, u) soit remplacée par p, (x, u) — p2 (x, u) dans les con- 
ditions 1) et 2). 


$ 5. Systèmes d'équations proches 
de systèmes diagonaux 


Considérons le système de x équations 
y" = (A (x) + B (x)) y (1) 


sur la demi-droite R*': x > 0, où A (x) et B (x) sont des matrices 
carrées d'ordre n, le vecteur y est à r dimensions et la matrice À (zx) 
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une matrice diagonale d'éléments p, (x), ..., p, (x). On admettra 
que À (x) et B (x) sont de classe C (R*). 
‘Il est plus commode de formuler les résultats fondamentaux sur 
la représentation asymptotique des solutions de systèmes de la 
forme (1) lorsque x —> © non pas pour r — 2 mais directement pour 
n arbitraire. 

Si B (x) = 0, le système (1) est intégrable et admet le système 
fondamental de solutions 


y (x) = exp{ | D (t) dt} f j—1,2,...,n, 


où /,; est un vecteur de composantes Ô;,. Il est naturel de supposer 
que si les éléments de la fonction matricielle B (x) sont petits pour 
z 1, les solutions du système (1) sont voisines des fonctions vec- 


torielles ÿ) (x). Exhibons les conditions suffisantes correspondantes. 


1. Systèmes quasi diagonaux. Le système (1) est dit quasi dia- 
gonal si 
lim || B(x) 110. (2) 


Mais cette condition ne suffit encore pas pour que les solutions du 
système (1) soient voisines des solutions d'un système diagonal. 
Introduisons la condition: 

1) pour un certain ÿ et pour À £ j 


Rex ()—p)>c>0, z>a>0. (3) 


Théorème (Perron). Le système quasi diagonal (1) admet une solu- 
tion y; (x) telle que 


lim _ji4 (2) — Ë . : y ;5 (2) 
ne Tu 0, jÆR, lim ( y) 


— Ph (x)) = (0. 


Cette solution se représente sous la forme 


X 


vs =exp {| pt)dt+ | pdt} Ui+u (2, (4 
Xo0 X0 
lim pi” (x) = liml[u, (x) || = 0. 


Si Re (p;+1 (x) — p; (2)) > c > 0 pour tous les j, le système (1} 
admet une matrice fondamentale Y (x) de la forme 


Y (= U+U (aiexp{ | A() a+ [A (t) dt}, (5) 
Xo Xo 
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où A,(x) est une matrice diagonale et 


lim A G)l=limIU (1-0. (6) 


Les formules asymptotiques (4) et (5) sont assez grossières. En 
effet, 


x 
y3, (x) exp { — | Pr (t) dt} —=exp{o(x)}, z—> 00. 
x0 
Le second membre de cette formule peut, par exemple, tendre vers 
l'infini avec z. Il est impossible de préciser ce résultat sans con- 
ditions supplémentaires sur le comportement asymptotique de la 
fonction matricielle B (x) même pour n = 1. 


Exhibons des résultats identiques au théorème de Perron. Sup- 
posons que la condition 


IB(x)1 = o(Re(p;(x)— pa (z))), zx —+ oo (7) 


est réalisée pour un certain j et tous les À = j. 
Le système (1) admet alors une solution y, (x) pour laquelle sont 
valables les estimations 


O<ciexp {ReSy(to, z)—(1+6) | || B()1I dt} < 


<liy (D 1ISezexp {ReS; (ro 2)+(4+8) À 118 (#11 dt}, 
*0 


x (8) 
Si (Tor T) = (F7 (t)dt, z2>m>1, 


où Ô > 0 peut être pris arbitrairement petit moyennant un accrois- 
sement de x,, et les constantes c,, indépendantes de z,. 
De (8) il suit que 
lim 


X — 00 


la l!y,(z)ll …: 
* ReS (ro, 2) = 


Si la condition (7) est réalisée pour tous les j, les solutions y, (x), ... 
... Yn (&) forment un système fondamental de solutions. 
Soient A (x) = const, B (x) —— O0 pour z — . Les estimations 
{8) sont alors valables pour tous les j = 1, ..., n; les valeurs pro- 
pres de la matrice À peuvent être arbitraires. En particulier, 


lim 


x—-00 


In || y (x) Il 
LE = Re, 
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2. Systèmes L-diagonaux. Le système (1) est dit L-diagonal si 
| B (x) 11 € L' ([0, ool), c'est-à-dire que 


TB (2127 < oo. (9) 
0 


Introduisons une condition analogue à la condition 1): 
2) pour x > 1 les différences Re (p; (x) — px (x)) ne changent 
pas de signe pour j fixe et pour tous les x. 


Théorème (N. Levinson). Le système L-diagonal (1) admet une 
solution y; (x) telle que 


(a) =exp{ | pd} lf+u, GI, lim Iu,(21=0. (10) 


On rappelle que jf; est un vecteur de composantes 6;,. Si la con- 
dition 2) est réalisée pour tous les j, le système (1) admet une matrice 
fondamentale Ÿ (x) de la forme 

F(D=U+U(alexp{( AG}. limiU(HI=0. (1) 
x T—œo 
La condition 2) sera discutée au $ 8. 

Le théorème de Levinson admet la précision suivante. On dira 
que k est de classe Æ, (j) si pour 0 {1 r << © on a l'inégalité 
ReS,; (£, L) Cry L OO, 

où 
Sas(é, 2)= À Lpa (#)— p;() dt. 
t 


Par ailleurs, 4€ H, (j) si 
lim Re SxJ (0, x) = — ©. 
X—0 
Supposons que chaque À = 1, ..., n appartient à l’une des clas- 


ses À, (j) ou H, (j). Le système L-diagonal (1) admet alors une solu- 
tion y, (x) de la forme (10). Pour le résidu u; (x), on a l'estimation 


lui SC isone]+ ZX Triextsst2}118@é. 
x REHa(3) x 


(12) 


Si l’on dispose d’une information plus précise sur les fonctions 
I 8 (x) || et ps (1), on peut affiner l'estimation (12) en appliquant la 
méthode de Laplace d'estimation asymptotique des intégrales. 
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Exemples. 1. Supposons que les valeurs propres p;, (x), . .. 
.. Pn (x) sont toutes imaginaires pures. Alors 


© 
« 


ACHESA NE ZONE 


x 


où l/ (x) est la fonction matricielle de (11). En effet, dans ce cas la 
condition 2) est remplie pour tous les j, et À est de classe F7, (j) pour 
tous les k et j. 
2. Supposons que j est tel que 
Re p; (x) < Re p, (x) 


pour z > 1 et pour tous les k. Alors 


Lu, (IC Ÿ 118 (I dt. 


x 


Certains résultats sur la représentation asymptotique des solu- 
tions de systèmes d'équations sont cités dans le chapitre \. 


3. Double représentation asymptotique. Considérons le système 
ÿ= [AA (z)+Ai(z) + 1B (x, A1)] y, (13) 


où la matrice A(zx) est la même que dans le système (1), A, (x) — 
= diag (pi (x), ..., ph’ (x)) et 


LB (x, à“) I Cb (x), | b (t) dt € oo (14) 


pour zx > zys, À > À. Dans ce cas, si les fonctions matricielles À 
et À, sont soumises à certaines conditions, on peut établir des for- 
mules asymptotiques pour les solutions qui sont valables aussi bien 
pour zx —+ © et À >> 0 fixe, que pour À + + et x fixe. Plus exacte- 
ment, supposons que pour un certain ÿ et pour tous les À = j sont 
remplies les conditions 


À LRe(py(z)— pa (2) | dz = co, (15) 
Re (p#(z)— ph”(x))= o(Re(p;(2)—pa(x))),  z + 00. 


Le système (13) admet alors une solution de la forme 


yy(x, À) =exp L | Pi(t) dt + À »$° (0) dt} [+ iu,(x, A1]. (16) 
x0 x0 
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Ceci étant, pour tout À, > À, > 0. il existe un zx (À,;) << © tel que 
pour À>ÀA, æ>z(l) l’on a l'estimation 


us(z, A) II<Ek;(z), lim k;(z) = 0. (17) 


Si ces conditions sont satisfaites pour tous les j, le système (13) 
admet une matrice fondamentale de la forme 


Y (x, 4)= [+ AMV (x, À)] exp {à { A(t) dt + | A; (4) dt} , 


HU (x, A IISÉ(), lim 4 (x) = 0. 


h 


4. Equations scalaires. Considérons l'équation 
YO + D qu (x) y = 0 (18) 
k=1 


sur la demi-droite R*', où q, (x) sont des fonctions à valeurs com- 
plexes, gx (x) EC (R*). Supposons que 


Qu (TZ) = ar + ri (x), | Lr, (x) | dx << 00 


et que PDP, - - +, Pn Sont les racines de l'équation 


Pn + 2 anp"" = 0. 


Le théorème de Levinson nous dit que l'équation (18) admet un 
système fondamental de la forme 


y} (x) = ajePr*[1+o(1)], x — 0, 
où j, A—1,...,n. 


Exemple. L'’équation de Schrüdinger 
h® , 
— 5 Ÿ'+IV(zx)—E]b=0 


avec les conditions £ => 0, V (x) € L, (]—co, œ[) admet deux sys- 
tèmes fondamentaux tels que 


Wi,2(z) = et Lo(1), z + oo, 
Yi, 2(z)=etiÂx Lo(i), z ———00, 


où k= V2mE/h. 
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$ 6. Représentation asymptotique des solutions 
pour de grandes valeurs de l’argument 
1. Approximation WKB. Considérons l'équation 
y —q{z)y=0 (1} 
sur la demi-droite R*, où q (x) € C°’(R*). On admettra que les con- 


ditions 1) et 2) du $ 3, n° 1, 2, sont satisfaites pour les grands zx, 
c'est-à-dire que 


g(x) 0, ReYVq(x)>0, 1. 


Introduisons les notations 


ty 1 g° 5 g? 
Sa = (Vatét, ($C 
X0 


p(a)= | Lou (s) 1 &. 


1.1. Terme principal de la représentation asymptotique. Soit 
g (x) E C* (R*). Si l'intégrale 


À Lou (#) 1 dt < ce, (3) 


l'équation (1) admet un système fondamental de solutions de la 
forme 


Yi,2(7) = 94 (z)exp{+ S (20, z)}[1 + €. 2(2)], (4) 
lim e,,, (x) = 0. (5) 


Le résidu &, (x) vérifie la majoration 
| 8e (x) 1 < Cp (x). (6) 


Toutes les estimations de ce paragraphe sont valables pour x > 1. 
Pour la solution y, les formules (4), (5) et (6) découlent directe- 
ment de l'estimation WKB (11), $ 2, pour b — co. 
L’estimation du résidu £, (x) est plus compliquée. On distinguera 
deux cas. 
A. Re S (10, +oof) << oo; dans ce cas €, (rx) admet la majora- 
tion (6). 
B. Re S (10, +o[) = +; alors 


X 


amI<C[Ie@i+ rest» lala]. (7 


X0 
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1.2. L'équation (1) avec une fonction q (x) réelle. Deux cas sont 
possibles. 
A. Solutions non oscillantes: q (x) > 0 pour x 5 1. Alors 
Yi2(x) gt (z)exp{+ S (x, z)}. 
Si de plus 
g'(x)g9#?(x) + 0, x —+ 0, (S) 
S (0, + ©) =: + 00, (9) 
alors pour z —+ co 
ÿ1 (x) — oo, ya (x) —+ 0. 
Ceci étant, la solution y. (x) décroît exponentiellement et la solu- 
tion y, (x) croît exponentiellement. 
La solution y. (x) est définie de façon unique par sa représentation 
asymptotique à l'infini: si une solution y (x) est telle que 
y(z) — gt (z)exp{—S (x, z)}, z —+ oo, 
alors y (x) = ÿs (x). 
La solution y. (x) possède les propriétés suivantes: 
lim Y2 (x) =0, 
œ co (10) 
fimBalar<oo, | 1g(x) 1" 112 (2) IP dr < ce, 
où p >0 et r est quelconque. En effet, des conditions (8), (9) et de 
la règle de L'Hospital, il suit que 
_ Jim 2) 
mere 0 
ce qui prouve la première des relations (10), puisque 
lim exp{—S (x, z)+mlngqg(xz)} =0 


pour tout m. D'autre part, pourr >0etr>zx, >1, 


| g"(t)exp{—nS (x, t)} dt = 


— | Va exp{—(n+0(1))S (0 t)} di < 


x 


< | Va@ exp {—+ S(zw t)} dt = 


Xo 


= — "+ exp {55 (x 2} —+ const, z—+ 00, 
0 
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ce qui prouve les deux dernières relations (10). Si la solution y (x) 
satisfait l’une quelconque des relations (10), alors y (x) — 
— const y: (x). 


B. Solutions oscillantes : g (x) < 0. Considérons pour la commo- 
dité l'équation 
y" +qgG)y= 0, (11) 


et supposons que gq (x) > 0 pour z > 1. Cette équation admet un 
système fondamental de solutions de la forme 


Yi,2(2) = gA(z)exp (+ àS (x, z)}[1 +81, 2 (2)]. 


Ceci étant, la majoration (6) est valable aussi bien pour Ee, (x) 
que pour €, (x). 

Les deux solutions y, (x) et y, (x) sont définies de façon unique 
par leurs représentations asymptotiques pour z—> oo. Si la con- 
dition (8) est satisfaite, ces solutions sont définies de façon unique 
par des conditions aux limites de type conditions de rayonnement de 
Sommerfeld : 

lim (y'/y+FiVq(x)=0. 
X—00 


Si l’intégral: { qU® (x) dx converge (resp. diverge), toutes les 


solutions de l'équation (11) appartiennent (resp. n’appartiennent 
pas) à l’espace L, ([0, col). 


1.3. Analyse de la condition (3). Si q (x) = z*, la condition (3) 
est satisfaite pour &« >> —2. Pour « entier, ceci exprime que zx = 
est un point singulier irrégulier de l'équation (1) (chap. I, $ 2). 

Indiquons quelques classes de fonctions pour lesquelles sont 
valables les conditions 1), 2), (3) et (8). 

1 qi) = ax, a > —2, a 0. 

2. q(x) = a (gr), —o <a < oo, a = (. 

3. q (x) = aexp {bxt}, a > 0, b>0, a 0. 

Donc, lorsque z — © la fonction q (x) peut croître à n'importe 
quelle vitesse et peut même décroître mais pas moins vite que x-*. 
La condition (3) traduit une certaine régularité dans le comporte- 
ment de q(x) lorsque x — co. 

Si lorsque zx —+ co la fonction qg (x) se conduit comme dans les 
cas 1, 2 et 3 (par exemple q (x) — ax) et cette représentation asymp- 
totique peut être dérivée deux fois, toutes les conditions énumérées 
ci-dessus sont satisfaites. 

Les formules asymptotiques (4) sont valables dans le cas aussi 
où la fonction q (x) présente un point singulier fini en x,, z— x,. 
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Supposons que 7 — [x,, x, + ô], 8 0, q (x) E C* (1), que les con- 
ditions 1) et 2) sont satisfaites pour x € J et que 


Yo 
+ 


| lœ(z) 1 dr < 00. (3') 


Dans ces conditions les formules (4), où €; (x) +0, x —+ x,, sont 
valables. 

Si q(r) = a(r—zx,)*, a 0, la condition (3) est satisfaite 
pour &œ << —2 et pas pour &« => —2. À noter que pour & = 2 le point 
z, est un point singulier régulier de l'équation (1). Dans ce cas la 
représentation asymptotique des solutions est d'une forme diffé- 
rente. 

Supposons que 


2 


in 4 Î(HB)iee at 


q“i® (x) 


et que pour x > 1 les fonctions 


x 


exp{+St)} $4@= [VIE y1-La 


16q% (t) 
sont bornées. A lors l'équation (11) admet un système fondamental tel que 
Yi.2(2) + qt#(x)exp{+ is (x)}, 


yi,2()e(—v+ iV1—v) 7 q(x)exp{+ is (x)} 
lorsque zx — co. 
Ces formules sont en particulier valables si 


qg(x) ax", zoo, a>0, aÆ1/4, 


et si cette représentation asymptotique est dérivable. Les formules 
(12) peuvent être mises sous la forme 


x 


(12) 


Yy,s2(x)= x ttiVa-1/4to1), x + oo. 


1.4. Dérivation de la représentation asymptotique. Supposons rem- 
plies les conditions du n° 1.1 et la condition (8). Les formules asymp- 
totiques (4) peuvent alors être dérivées deux fois, c’est-à-dire que 
yhie (x) (+ Va) gt (z)exp{+ iS (xo, z)}, 00, j=1, 2. 

1.5. Termes suivants du développement asymptotique. La comparai- 
son des formules (4), $ 5, et (7), $ 3, montre que le terme principal 
de la représentation asymptotique des solutions de l'équation 
y” — Àq (x) y = 0 est de la même forme aussi bien pour zx fini et 
À —> + oo que pour À = 1 et x —+ + oo. Ceci est valable également pour 
5—01011! 
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les termes suivants du développement asymptotique: la représen- 
tation asymptotique des solutions de l’équation (1) est de la forme 
(5), $ 3, où À — 1, sous des conditions de type régularité du comporte- 
ment de la fonction q (x) et de ses dérivées lorsque z — co. Grossière- 
ment parlant, cette condition exprime que la suite {&; (x)} doit être 
asymptotique pour z —+ (les fonctions a; (x) figurent dans le $ 3, 


(&)). 
Exemple. Supposons que qg(z)=21%p(x), où a>—2, (x) = 
= À m,T" et que cette série converge pour z>z>>0. Alors, 


n=0 
pour TI —> © 


&ÿ (x) æ cjxPi, B;=@/2—(œ«/2+ 1) (j +1), 


où c; sont des constantes, de sorte que la suite {æ; (x) } est asympto- 
tique. Ceci est vrai aussi de chacune des fonctions q (x) examinées 


au n° 1.3. 


hu. 


Introduisons les fonctions a (x) —  (d 1) œy(x) et faisons 


j 


MÉPRAIAI 


Pour  — 0 cette transformation est confondue avec celles introdui- 
tes au $ 1, n° 4. L’équation (1) se ramène alors au système 


pi] g—aïan+aÿ q—aÿ—ax | ni] 
ui] Gù—anl—g+aÿ+a —qg+aïax+an J[u] 

Ce système sera L-diagonal ($ 5) sous réserve que convergent les inté- 
grales pX(zo, ©), où 


la transformation 


pe 
PR (to, 2) = | 1g—aù— ax | |aÿ—ax | dt. (13) 
x0 


Dans ce cas, l’équation (1) admet deux solutions de la forme 


Y1,2(2) =9""/*(x) exp {| + Vat(t) dt + 


+3 1) i ay () dt} 4+es2 (2) (14) 


j=1 
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où Ez,e (x) — O lorsque x — co. On a l'estimation 
| E2 (7) | KCpn (x, 00). (15) 
Si g (x) est de la même forme que dans l'exemple cité, alors 
ey(z)=O(z °N), 6x =(&/2+1)(N +1) 


lorsque zx —+ oo, j = 1, 2. 


2. Compléments. Toutes les formules asymptotiques des solutions 
pour zx — co exhibées dans ce paragraphe s'appuient en fait sur le 
théorème de Levinson relatif à la représentation asymptotique des 
solutions de systèmes L-diagonaux ($ 4, n° 2). Citons quelques ré- 
sultats plus fins. Considérons les équations 


y"+(1+a(x)) y = 0, (16) 
y—(1+aœ(x)) y = 0, (17) 
lim a (zx) = 0. (18) 


Supposons remplie la condition 


| 1œ (1) 1" dt < oo, (19) 
où x > 1 est un entier. Pour r = 1 la représentation asymptotique 
des solutions est donnée dans e $ 5. Traitons le cas nr > 1. 


A. n — 2. L'équation (17) admet le système fondamental de 
solutions 


x 


Y1,2 (x) = exp {+ i (24 | & (t) dt) } , T— ©. (20) 


x0 
Exemple. L’équation 
y"— +z-csinz)y=0, 12<a<1, 


satisfait la condition (19) pour #7 — 2. La représentation asympto- 
tique des solutions pour z — œ est de la forme 


Yy,2(x)=exp{+(r—zxz cos zx)} [1 +o(1)]. 


Remarquons que formellement on peut déduire la formule (20) 
de la formule (4): 


VT+a@)=1+5a(s)+0(@(), x 00, 


5® 
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de sorte que 


NZ Fa(dt=r+— | a(t)dt+ | O (æ2(£)) dt + 


X0 X0 


O(a2(t))dt+C=x+— | œ(t) dt +C'+o(1). 


Xo 


+ 


À =) 9 


B. nr — 3. L’équation (17) admet un système fondamental de la 
forme 


Y1.2(x) mexp{+ (z+— a (t) dt — 


X0 


x { 
—+ | at) | a(met-0ar dt}, 
x0 xo 
ZT —+ ©. 
Ces formules ne peuvent être simplifiées. 
Des formules analogues sont valables pour tout nr > 1, mais 
elles deviennent plus volumineuses lorsque n croît [2]. 
La situation est plus complexe pour l'équation (16). Citons des 
résultats de [75]. Supposons que la fonction & (x) est continue et 
réelle pour x > zx,. Introduisons les notations 


Bi(2) = [alt)cos2tdt, Ba(r)= | a (+) sin 24 dt. 


x 


C. Supposons que les > intégrales. B1 (x) et B, (x) convergent pour 
z2>zx et am ELi(x>zxo), i— 1, 2 L'équation (16) admet 
alors un système fondamental de solutions de la forme (x — +00): 


yi(x) =cos(z+o(z))+o(i), ye(r) =sin(r+o(x)) +o(1), 
y (r) = —yi(x) +o(t), Ya (x) = y2 (x) + 0 (1), 


< 
(x) = + | œ (t)dt. 
2 J 
Ce cas est dit non résonnant. Posons 


Bs(x)= | a(t) dt. 
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D. Supposons que les intégrales f, et B; convergent pour z > x, 
que ag: ELi(z>zxo), i = 1, 3, et que les conditions 
< 
lim. sup | a(t)sin2t— + oo, 
TX —+00 x0 
x 


lim. inf | & (t) sin 2t= — oo 


X—+ 00 


ne sont pas simultanément satisfaites. L’équation (16) admet alors 
un système fondamental de la forme (x —> +) 


y (x) =p (x) {cos x +o(1)], Ya (x) = (p (x)) [sin + 0 (1)], 
y,(xz)=p(x)[—sinr+o(1)], y,(x)={(p(x)) {[cosxr +o(1)], 


pt) =exp{ | a (t) sin 2t dt} . 


x0 
E. Posons 


a (= [a()B(D dt. a(x)= | @ (6) Be (sde. 
Si les intégrales B,, B., @ eo convergent pour z => Zo, ABi£j E L: 


& > x) pour 1<i, j K2 et am EL (x> x), i = 1, 2, alors 
l'équation (16) admet un système fondamental de la forme 


y (2) =p (x) [cos (z+ 0 (x))+ 0 (1)], 
y2 (2) = p (x) [sin (z +0 (z)) + 0 (1)], 
y. (x)=Pp(z)[-sin(z+0o(z))+o(1)], 
Ya (x) = p (x) [cos (z + 0 (x)) + 0 (1)], 


p(=exp{ —+ | œ (t) | œ (Tt) cos 2(4— +) dt dx} , 


x 


(2) =+ r jatat++ a () |a(r)sin2(t—# dt dr. 


LS 


ce 1. L'équation 
"+ [M + (a+ sin Az)r-1] = 0, À +2, 
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admet un système fondamental tel que pour x — co 

Yi(x)=cos(zt+alnz)+o(i), y,.(x)=sin(z+alnr+o({)). 

2. Sia(r) = x°! sin 2x + x sin x, ce sont les conditions 
du n° D qui sont satisfaites. 

3. Si a (x) = xz'!/* sin Àx, À +1, +2, ce sont les conditions 
du n° E. En particulier, l'équation 

y+[1+z/2sinAr|=0, 2-Æ+1, +2, 

admet un système fondamental tel que pour zx — 


y(z)=cos(z+alnz)+o(1}, y,(r)=sin(z+alnzx)+o(i), 
aœa=[4(22—4)r1. 


$ 7. Représentations asymptotiques doubles 


1. Représentation asymptotique WKB. Considérons l'équation 
y" — Mg (x) y =0 (1) 


sur la demi-droite R*, où q (x) € C”(R*). Supposons que sont simul- 
tanément remplies les conditions du $ 3, n° 1.2, et du $ 6, n° 1.2, 
c'est-à-dire que 


q()#0, ReVg(>0, zER, (|la(sidr<o. (2) 


Montrons qu'il est alors possible d'établir des formules asympto- 
tiques pour les solutions de l’équation (1) qui sont valables simulta- 
nément pour À + +oo à zx fixe et pour z —> oo à À >> 0 fixe. Intro- 
duisons les notations classiques 


SG r= | Va, p(a)= (lat), (3) 


yi(x, À)=qV8 (x)exp{+ ÀS (x, z)}, 


où le signe plus (resp. moins) correspond à j = 1 (resp. j = 2). On 
admettra également que 


lim g’(x)/q%/2 (x) = 0. (4) 


1.1. Solution décroissante. Supposons que Re S (0, ©) = +; 
pour À >> 0 fixe, l'équation (1) admet alors une solution y, unique 
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à un facteur multiplicatif près, telle que y: (+) = 0 ($ 6, n° 1.1). 
Normons cette solution à l’aide de la condition 


UYo(z, À) Yelz, À), z— 00, 


qui définit une seule solution pour tout À >> 0. En appliquant l’ap- 
proximation WKB (11), $ 2, pour b — , on obtient 


dE (z. À) 112 (e2Px2 1), (5) 
Ye (z, À) 


Cette majoration est valable pour x > 0 et À > 0. Comme p (0) < «, 
p (co) — 0, le second membre de l'inégalité (5) tend vers 0 si 

a) À— +co uniformément en z>0; 

b) x —+ oo uniformément en À ElA,, œl, où À, > 0 est fixe. 


La représentation asymptotique y. = y, est donc double. Fixons 
Ào > 0; de (5) on déduit alors que 


Va (a, À) = ÿ2 (2, À) [1 + pe(x, 2)], (6) 


où pour z>0et À> À, on a la majoration 
| Pa(z, à)1<C | Je (t) 1 dt. (7) 
Ed 


Si les solutions y, et y, sont linéairement indépendantes, alors 
[y:l— © lorsque x — co. La solution qui croît à l'infini ne pré- 
sente généralement pas d'intérêt, car elle n’admet aucune signifi- 
cation physique. 


1.2. Solutions oscillantes. Supposons que Re S (0, ©) << ©; 
cette condition est notamment satisfaite si q (x) << 0 pour x > 1. 
L'équation (1) admet alors deux solutions qui sont oscillantes pour 
z 1 et définies de façon unique par les conditions aux limites 
à l'infini: 

y dy; À), z— oo, j = 1, 2. 
Dans ce cas, la représentation (6) et l'estimation (7) sont valables 
pour j = 1, 2. 


1.3. Approzimations supérieures. Supposons que la fonction g (x) 
satisfait les conditions (2), (4) et les conditions du $ 6, n° 5. Alors 


N x 
y(z, À) = (x, Dexp{Y DT | 4 &)&}11+ 
k=1 


HAN pin (x, À)], 
| Pin (x, À) ESA (8) 
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pour À > À,, x > 0. Ces formules sont valables pour la solution y. 
dans les < conditions du n° 1.1 et pour les solutions y, et y, dans les 
conditions du n° 1.2. 


2. Pôle du second ordre. Supposons que 


qg(x)=x?p(2), (9) 
où p(0)#Æ0, p(x)EC® pour z > 0 petits. Alors 
Pt 1 , —> 0, 1 
Œ; (x) 8 V PO) 2 T + ( 0) 


0 
et l'intégrale | | æ& (x) | dx diverge. L’approximation WKB 
U1,2 (x) TT qg"1/4 (x) eXp {+ S (Zo» z)}, TZ > + 0, 
n’est pas valable dans ce cas. 


Exemple. Soit p (x) = a. Alors (1) est une équation d’Euler dont 
les solutions sont 


y= Tr", a+ (1+iV/o+ re), j=1,2, 
alors que l’approximation WKB est égale à 
ya, z—0, B = (1 +AVa). 
Les exposants &;, B; ne sont pas confondus, mais pour À >> 1 ils 


diffèrent d'une quantité de l’ordre de À”!. 
Mais l’approximation WKB convient si l’on introduit à la place 


de À le paramètre 
———+ 1 
eV r+ . (11) 


Faisons la même transformation qu'au n° 4, $ 1: 
y=Utun y = (uVa-+) Ui— (u Va ++) u2. (12) 


L'équation (1) se ramène alors au système 


CREME ID) 
(15) 
1 


@ (5) = (a) 
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En vertu de (10), la fonction «&, (+) est de classe C” pour les x > 0 
petits, de sorte que le système (13) est justiciable des résultats du $ 4. 

Si À est fixe et 4X°p (0) == —1, l'équation (1) admet des solu- 
tions y, et y. telles que 


vga À), 0. (14) 


Remarquons que les fonctions ÿ) (x, u) sont les solutions exactes de 
l'équation (1) si g (x) — (ax? + bx + cY*°. 

Passons maintenant aux représentations asymptotiques doubles. 
De (14) il suit que 

Yio(t, À) = zt/2thŸ PU), x +0, (15) 
Les cas suivants sont à distinguer. 

A. p (0) é ]—o, O0]. Choisissons la détermination de la racine 
pour laquelle Re Y p (0) > 0 et supposons que À > À, > 1. Alors 
y, + oo et y, — Ô pour zx —+ +0 et par suite il existe une solution 
y, unique à un facteur multiplicatif près telle que y, (+0) = 0. 
Normons-la à l’aide de la condition 


Ur Aa), x ++0. (16) 
Une telle solution est unique. Cette solution est justiciable des for- 
mules (6), (7) et (8) dans lesquelles il convient de remplacer À par pu 
et &; par &;. La fonction a, (x) est de la forme (13) et les fonctions 
a; (x), j > 1, satisfont les mêmes relations récurrentielles que les 
fonctions @; (x). 
B. p (0) < 0. Dans ce cas V p (0) est un nombre imaginaire pur, 
de sorte que |y,2 | =Vz lorsque x —> +0. La condition 


y;(x, à) — y;(z, LL), z +0, 
définit de façon unique les solutions y, et y, pour lesquelles sont 
valables les formules (6), (7) et (8) dans lesquelles il faut remplacer 


À par u et a; par &;. 


3. Equation de Sturm-Liouviile. Considérons l'équation 


y"— (gt) —à)y=0 (17) 


sur la demi-droite R*, où À >> 0 est un paramètre. Supposons que la 
fonction gq (x) est réelle, de classe C* (R*) et telle que g° (x) > 0 
pour z > 1 et q (+oo) = +. Pour À 5 1 l'équation (17) admet 
un seul point de retour x, (4) = g”! (À), x, (+00) — +00. Exhibons 
des formules asymptotiques des solutions, valables en dehors d'un 
voisinage Ü (À) du point de retour, les dimensions de U (À) dépen- 
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dent de la vitesse de croissance de la fonction g (x) lorsque x —> co. 
Introduisons les notations 


Yi2(e M=(G—g(r) exp i | Vis}, z<x(, 
xo(2) 
(18) 


Vo(z, A)=(g(x)— à) Vs exp { — | Vro—t a}, 2> 2% (À). 
xo(?.) 


Toutes les racines sont arithmétiques dans cette formule. Plus bas 
on admettra partout que À > À, > 1. 


3.1. Les fonctions q (x) sont des fonctions puissances. Supposons que 
q(x) — ax, x + oo, ax 0, a>0, 


et que cette représentation asymptotique est deux fois dérivable. 
Dans ce cas x, (À) — (4/a)! 4. Posons 


RG)= A UPOEN Ga = [EG EE GI 


où V (À) est une fonction strictement positive telle que V (+oo) = 
= 00. L'équation (17) admet des solutions y; (x, À), j = 1, 2, 
telles que pour 0 < r < z_ (À) l’on a les estimations 


vie, A)=ylz. à)ll—e(x, à) ley(x, 2 ISCN-32(à). (19) 


Ces deux solutions sont rapidement oscillantes pour À >> 1 ; on peut 
les choisir conjuguées complexes. Si 0 < x < ko (A/a)!/€, où k, est 
une constante, 0 < k, << 1, on déduit de (19) la majoration 


| E,2 (x, À) [CAE UE, 


L'équation (17) admet une solution y, (x, À) de la forme (18) 
telle que pour x+ (À) < x << © l’on a la majoration 


Yo(z, À) = Yo(x, À) [1 +eo(x, À); 
Le (z, DEC "/2- arf à 4) + (ST 


Le second membre atteint son maximum pour x = x+ (À), de sorte 
que 


1/& 


leo(z, A) ICIN-32()+AT TE], 


Donc la représentation asymptotique y, (x, À) — Yo (x, À) est dou- 
ble : le résidu e, (x, À) — O pour x — œ à À fixe et pour À — +oo. 
La solution y, décroît lorsque z —+ o et y, (+oo, À) — 0. La deu- 
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xième solution linéairement indépendante croît exponentiellement 
lorsque x —> co. Les formules asymptotiques citées peuvent être 
dérivées par rapport à x et À un nombre arbitraire de fois sans vio- 
lation de l’uniformité de l'estimation du résidu. 


3.2. Les fonctions q (x) sont à croissance rapide. On dit qu'une fonc- 
tion ! (x) strictement positive pour x > 0 est lentement croissante si 


rl” (x) 


img 0. 
Pour une telle fonction 
(kr) 9 
Jim (x) =1 (20) 


uniformément en x compris dans un intervalle fini quelconque. La 
fonction 1/l (x) est aussi lentement croissante. Comme exemples de 
fonctions lentement croissantes citons: (In x)}%, —0o0 << & << ; 
(ln x)% (In In x)f, —o << &, B < ©; exp {(In r}*}, a < 1. 

Posons la condition: les fonctions q’(g"! (x)}/r, q”(q"! (x))/x 
sont lentement croissantes et 

g"(x) 
x g°(x) Yq(z) 


Ces conditions sont satisfaites, par exemple, pour les fonctions q (x) 
de la forme AeB**, À, B, a >0; P (x) ex), où P et Q sont des 
polynômes, Q (co) — -00. 

On voit sur les estimations WKB ($ 2) que les résidus de la for- 
mule (19) sont <C (1, + Z:), où 


8) 19" 
= || TON dt |. la= È go — AE dt 


Ici a = 0 pour j = 1, 2 et à — oo pour j = 0. 
Estimons /, pour a — ©. En effectuant le changement t = 
= q(x}/À, x = y (At) et en se servant de (20), on obtient 


_ NET ACID) 
= 73/2 "tt" "© 
Ji=? \ At (e—1)5/2 dt < 
ax)/à 
379 11 l [4 
< CI-"2g! (g°* (A) | Tor 4 < 
g(x)/ 


LC'I-S2q (g" (À) [ (22. 1) + 1e }""*] | 


On estime 7, de façon analogue. 
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Soient V (À) une fonction strictement positive, V (co) — +0, 
= À fo’ (a (MN. a = at [GT 77 
CAN CO EE CA CN C9) DU CO EE PES 
Des conditions imposées à q (x), il suit que a;-(+o) = 0. Posons 
k; (à) = N (À) a; (À), k_ (À) — max (4, (À), À, (À)) et supposons que 
z_ (À) est un point tel que 4 — X-!g (x_ (A)) = k (À). L'équation (17) 


admet des solutions y, et y. de la forme (19) telles que pour 
0 < x < zr- (à) soient valables les majorations 


lee (x, À)| < CNTE/2 (À). 
Si z_ (À) est un point tel que 
Ag (A) — 12 ko 0€ Ko <1, 
on a la majoration 
lez (x, À) | KC (ai * (A) + a (M) 
pour 0 < £I- (à). 
Soit x T+ Fa un point tel que À'g (x+ (À)) — 1 = k Q. L’équa- 


tion (17) admet une solution y, de la forme (19) telle que pour 
z+ (À) Lx << © l'on a la majoration 


lot, 2)1< Ca 0) [ (2 1) (SE) + 
+ ai? () (4@ 21), 


En particulier, | e, (x, À) | & C'N-%= (à) et yo (Ho, À) = 0. La 


représentation asymptotique y, (x, À) — yo (x, À) est double comme 
au n° 3.1. Si q (x) — À exp {Bx°}, où À, Bet « > 0, alors 


a/° (à) un Cb!/° (à) C,A-1/2 (In À)1"1/a, À — + oo. 


$ 8. Contre-exemples 
1. Exemple de Perron. Considérons le système 


Yi —ayy, y, =<(sinlnz+cosiInz—2a)y;+be *y,, (41) 


où a, b sont des constantes, 0 << a << W2. Pour b — 0 ce système 
est intégrable et admet les solutions 


yi(z)=e"*, y,(x) =exp{xsin In xz—2ax}. 


$ 8] CONTRE-EXEMPLES 


=] 
=] 


Pour b =£ 0 ses solutions sont de la forme 


yi(r)=ciyi (x), yYy2(x) = y (2) (ce + be, exp{—tsinint) dt) 


St, À 


Le système (1) s'écrit 


0 (0 
y =A(T)y+B(z)y, B(:)— Les o| 


où À (x) est une matrice diagonale. Il est évident que 


IB(x) 10, z— 00: LE (|| dt < oo. 


Mais la condition 2) du $ 3 n'est pas réalisée, puisque la fonction 

Re (p, (x) — p1 (x)) = sinlnz +cosinxz — a 
admet une infinité de zéros sur le demi-axe x >> 0. Posons c, = c: — 
— 1: alors 

x 

Ya (x) Ya(z) | _#tei 

TC 1, ED — 1+0 | exp tsinlnt}dt. 
D'où il suit que lim y.(x)/ys (x) = co. 

X— +oo 


2. Systèmes à paramètre. Considérons le système de deux équations 
y = ÀA (x) y 


sur l'intervalle 7? — [—6, ô], ô > 0. Soient p, (x) et p. (x) les va- 
leurs propres de la matrice À (x). Au $ 4, n° 2, nous avons exhibé 
les formules asymptotiques des solutions du système sous les con- 
ditions suivantes: 

1)m1()Æp:(x), zET; 

2) Re (p, (zx) — p;, (x)) ne change pas de signe pour zx € J. 

Si la condition 1) est seule remplie, le système n’en possède pas 
moins deux solutions asymptotiques formelles de la forme (7), $ 4. 
Mais si la condition 2) n'est pas satisfaite, le système peut ne pas 
admettre de solutions exactes ayant une telle représentation asymp- 
totique. Citons des exemples. 


Exemples. 1. Considérons le système 
y=0, y,=A1(z+i)y +a(x)y (2) 


sur l'intervalle Z, où a (x) E C? ([). Ici pi (x) = 0, px) = z + i, 
de sorte que le système ne possède pas de point de retour. Mais la 
condition 2) n’est pas satisfaite : la fonction Re (pe (x) — p, (x)) = zx 
change de signe sur l'intervalle J. 
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Un système fondamental de solutions de (2) est de la forme 
Y1(z)=1+O001), y:(2) =b (x) +0 (1), (3) 


où b(x) — a (x) (x + i)!. Supposons que le système (2) admet une 
solution (y,, y.) pour laquelle est valable la formule asymptotique 
(3) lorsque À — +c uniformément en x € Z. La fonction a (x) se 
prolonge analytiquement à un demi-voisinage complexe du point 
x = 0 de la forme |z|<o,Imrz>0,p >0. 

La solution générale du système (2) est de la forme 


X 


= Y=eSeco+e | eSWa(t)d], S(x)=2/2+ix. 


6 
En comparant à (3), on trouve que c, — O (À-!). Dans l'identité 
Ye = Ys, posons zx — —6, x — 6 et soustrayons la première relation 
de la seconde; on obtient alors 


ô 
[e-2S( a (1) dt:= O (Arte 2), + 0. 
=0 
Le changement de variable z — S ({) ramène cette relation à la 
forme 


| e-f(z)dz=O(\te-tà), À» + oo, (4) 
LL . 
où b = 6*/2 > 0, y est l'arc de parabole z = it + #°/2, 5 Lt< 6, 
fG)=a()G+i, z=2 (1). 

Utilisons la proposition suivante. Soient y une courbe convexe 
finie simple différentiable dans le plan de z complexe, f (z) une fonc- 
tion différentiable sur y. Supposons que la courbe y est tangente à 
l'axe imaginaire au point z — 0, Re z > 0 aux autres points de la 
courbe et Rez = c > 0 aux extrémités de . 

Si la relation (4) a lieu, la fonction f (z) se prolonge analytique- 
ment de la courbe + au domaine limité par y et par le segment reliant 
ses extrémités. Donc la fonction a (x) se prolonge analytiquement 
à un demi-voisinage complexe du point x — 0. Ce fait est valable 
aussi pour le système 


y =0, y=A(z+i)y+A Na(x) y 
pour tout NV => —4. 
2. Considérons le système 
y=0, y,=À(z+ie) y:+ y: (5) 


sur l'intervalle Z — [—6, ô]. Ce système admet un système fonda- 
mental de solutions de la forme (3). Montrons que si ô > e > 0, le 
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système (5) ne possède pas de solution pour laquelle est valable la 
formule asymptotique (3) lorsque À —+ + uniformément en zx € I. 
Les raisonnements de l’exemple À nous conduisent à la relation 


ô 
F(b) = | exp {—1 (iez++)} d:=0 (exp{— + }) , À + oo. 


Lorsque À—> oo, on a F (A) — const À-l/* exp {—Ae°/2}. On 
obtient ainsi une contradiction, puisque Ô > &. 
On a la même proposition pour le système 


y=0, y,=A(z+iô) y +A y, 
si N > —1. 


$ 9. Racines de multiplicité constante 


1. Equation du second ordre. Considérons l’équation 
y"— 2ha (x, \t)y'+Ab(xz, At)y=0 (1) 
sur l'intervalle Z — [a, b] et supposons que 
a(z, A)eS af) hi, ba AS b,(2 À (2) 
j=0 j=0 


lorsque À — + oo. Les conditions imposées à la différentiabilité des 
coefficients sont les mêmes qu'au $ 3, n° 2.1. 
Supposons que les racines de l'équation caractéristique 


p° — 2a, (x) p + bs (x) = 0 


sont confondues pour tous les x € Z, c'est-à-dire qu'est remplie la 
condition 


aÿ(z)=bo(z), zEl. (3) 


Dans ce cas les solutions admettent des développements en série 
asymptotique suivant les puissances fractionnaires de À”!. En effet, 
Ja substitution 


y = EXP {à | a(t, À”1) dt} z 
ramène l'équation (1) à la forme 
z"+g(z, À 1)z=0, (4) 


où g(xr, À) se développe en série entière asymptotique de 41, 
et de plus 


Qo (x) = bi (x) — 200 (x) a, (x) — a, (x). 
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L'équation (4) est de la forme (15), $ 3, sauf que le coefficient q 
est multiplié par À et non pas par À*. Donc, les solutions se dévelop- 
pent en séries asymptotiques de À-!* si q, (x) satisfait les conditions 


formulées au $ 3, n° 1.6. 
2. Systèmes d’équations. Considérons le système de deux équations 
y = ÀA (x, AT) y (9) 


avec les mêmes conditions sur la matrice À qu'au $ 4, n°1. On a 
A(z NS Aj(t ai, À + oo. 
j—0 


Supposons que les valeurs propres de la matrice À, (x) sont con- 


fondues: p, (x) = p: (x) = p (x), xE I. Distinguons les deux cas 
suivants. 


A. Supposons que la matrice À, (x) est diagonalisable, c’est-à- 


dire qu'il existe une matrice T (x) de classe C°U) régulière pour 
æ EI et telle que 


T7 (2) 4) T (&)=p()l, rel. 
La substitution 
y = EXP {à | p(t)dt}T (x)z (6) 
ramène le système (5) à la forme 
z' = ÀB (x, À 2, 


où B admet un développement en série asymptotique de À-!. Ce 
système ne contient pas de petit paramètre en la dérivée supérieure 
et l’on ne peut obtenir la représentation asymptotique des solutions 
que si le système z°’ — B, (x) z est intégrable. 


B. Supposons que la matrice À, (x) se ramène à la forme normale 
de Jordan, c'est-à-dire qu'il existe une matrice T (x) telle que 


T-1(2) A (2) T(x)= 1 e | 


La substitution (6) ramène le système (5) à la forme z° — ÀB (x, À"1)z, 
où B (x, À!) se développe en série asymptotique de À-!. On a 


24 = ÀQ (2) 22 + bas (2) 2 + Die (2) 2 
24 = Dos (TX) 24 + Dee (Z) 22 + 
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La substitution 
21 — VA Wis 22 — Wo 


nous conduit au système 


CL PTE 0 


Ce système est de la forme (8), $ 4, à la seule différence que sa matrice 
se développe en série asymptotique non pas de À!, mais de À-"/=. 
Donc, tous les résultats du $ 4, n° 3, sont valables pour le système (7). 
Le cas B se rencontre très rarement dans les applications. 


$ 10. Problèmes aux valeurs propres 


Dans ce paragraphe et dans les suivants on indique quelques 
applications des formules asymptotiques exhibées ci-dessus. Mais 
dans les problèmes de mécanique, de physique et autres les équations 
contenant un grand paramètre possèdent généralement des points 
de retour. C’est pourquoi les principales applications des méthodes 
asymptotiques n’apparaîtront que dans les chapitres suivants. 


{. Problème de Sturm-Liouville. Considérons le problème aux 
valeurs propres sur l'intervalle 7 = [a, bl]: 


y"+Mq(x)y=0, zxEr, (1) 
y (a) = y (b) = 0. (2) 


On sait [4] que pour q (x) = 0 ce problème admet une infinité 
de valeurs propres À. On demande de trouver la représentation 


asymptotique des valeurs propres et des fonctions propres y, (x) 
lorsque 7 —> co. 


Supposons que g(z)>0 pour EI et q(x) EC” (1); alors 
A >> 0 pour tous les nr. On admettra donc que à, > 0. La repré- 
sentation asymptotique du spectre et des fonctions propres est bien 
connue dans ce cas [35] et l'exemple considéré revêt un caractère 
purement illustratif. 

Soit {y1 (x, À), y: (x, À)} un système fondamental de solutions; 
toute solution est alors de la forme y = c1y,+ c:y2. Les conditions 
aux limites (2) nous conduisent à un système de deux équations algé- 
briques homogènes linéaires en c, et c.. Comme (c1, c+) = (0, 0), le 
déterminant du système est nul et l’équation aux valeurs propres 
est de la forme 


F À _ ÿ1 (a, À) Yo (a, À) _ ; 
Ven 26,017 ) 


6—-01011! 
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L'équation (1) possède deux solutions admettant pour À — + 
la représentation asymptotique 


V2 (2, À)= gt (x)exp{ + is (x, à)}, ” 


5=2 [vrma+ 3 (27% À pu Go de, 


uniformément en x € I. Les fonctions B,4 (x) se déterminent à partir 
des relations récurrentielles 


Bo (a) = — Re Ban = (Bi (0 + À 8.6 @). 
s=0 
(5) 


D'où il suit que les fonctions B.:+, (x) sont imaginaires pures 
et les fonctions B.: (x), réelles. Posons 


D (4) = ÿ Con+iÀ 2471, 
RhR=-—1 


b b (6) 
— | Vatt)dt, ox = —i | Pr (t)dt, k > 1. 

La série ® (4) et celles qui suivent plus bas sont asymptotiques. En 
portant le développement asymptotique (4) dans l'équation (3), 
on obtient l'équation aux valeurs propres: sin ® (À) — 0, de sorte 


que ® (À) = #1, n > 0 est un entier. Donc À, admet le développe- 
ment asymptotique en une série de puissances impaires de n°}: 


An= Ni dons Ti 
Le terme principal de la représentation asymptotique est égal à 
L 1 
A = nn ({ Vat@) dt) +O(n). 
a 


Les coefficients d, peuvent être calculés à l’aide de la formule de 
Bürmann-Lagrange : 


d \h=—1 
D=r(r) O(r 0 


Trouvons la représentation asymptotique des fonctions propres 
Yn (x). La première des conditions (2) nous donne y, (x) — 
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= C(y1 (x, Àn) — Yo (2, Àn)) où yr (x) = Im y (x, An), puisque les 
solutions y, et y. peuvent être choisies conjuguées complexes pour 
b 


zx € I. Normonsla fonction y, (x) à l’aide de la condition fu (xz)dr — 
— 4; on obtient alors ° 
Un (Z) = Cng 4 (x) sin S (x, n). 


La forme de la fonction $ est indiquée dans (4), c, est le facteur de 
normalisation qui se développe en une série asymptotique: 


= Zl1+3 fun #t), J= [gra 
Rk=0 a 


En effet, 
b ë 
| gl'2sin?S (x, À.) dr — +[- | g/?cos 28 (x, À) az | 


et une intégration par parties nous conduit à la formule de c,. 
Cette méthode se généralise à des classes plus larges de problèmes 
aux limites, par exemple de la forme 


+ Mq(z, L)y=0, 
&0 (À) y (a) + ass (À) y (a) + &20 (À) y (b) + a24 (À) y” (8) — 0, 
bio (À) y (a) + bi1 (À) y” (a) + bo (À) y (B) + bas (À) y’ (b) = 0, 


où ay (À) et b; (À) sont des polynômes de À à coefficients com- 
plexes, 


ge, = Ÿ ga, 14 co. 
k=0 


Ce développement asymptotique est uniforme en x € Z, go (x) > 0, 
les fonctions qg, (x) peuvent être à valeurs complexes pour k > 1. 

Dans le cas où q (x) est une fonction à valeurs complexes, même 
le problème élémentaire (1), (2) n’a pratiquement pas été étudié. 
Les exemples du $ 8 montrent que dans ce cas il n'existe probable- 
ment pas de « formule universelle » pour la représentation asympto- 
tique des valeurs propres (cf. [18], chap. IV, $ 7). 


2. Problème de Regge. Considérons le problème aux valeurs pro- 
pres sur l'intervalle 7 = [0, al, a > 0: 
— y" + qg(z) y = k?y, (7) 
y(0)—0, y'(a)+iky(a) =0, 
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où k est un paramètre spectral et 
g(z)=(a—z)Sr(x), r(a)Æ0, a> —1, (8) 


où r (x) E C”(1), de sorte que la fonction q (x) ou ses dérivées peu- 
vent présenter une singularité au point x — a. Ce problème n'est 
pas auto-adjoint même pour des fonctions qg (x) réelles et admet donc 
un spectre complexe. Le demi-plan Im # < 0 ne contenant qu'un 
nombre fini de points du spectre, on n’étudiera l'équation (7) que 
pour Imk > 0. 

Les développements asymptotiques des paragraphes précédents 
échouent ici. En effet, la fonction Q (x, k) — À* — q (x) ne pré- 
sente pas de singularité au point x = «a pour & > 0 non entier, alors 
que toutes ses dérivées d'ordre assez élevé en possèdent. C’est pour- 
quoi on se servira des équations intégrales 


ihkx 


ne theu,, u(o)=1- | (1— eh) g (4) us (4) dt 


Qt À 


pour construire les représentations asymptotiques des solutions. 
Soit X (x, t, k) le noyau de l'opérateur intégral ; alors | ÆÀ (x, t, k) |[< 
a 


<|k | ]g(# | pour Imk>0 et comme [La ) 1 dt < co, la 


U 
méthode des approximations successives converge pourk € G: Imk > 
>0,[41> R 5 1. Donc 


yi (x, k) = erixx [ta | een dt+0(+)| 


et cette représentation asymptotique peut être dérivée. 
Par ailleurs, y, (0, k) = 1, y, (0, k) — —ik, de sorte que lf 
solution y, (x, k) est une fonction entière de 4 pour chaque x € J fixe. 
La solution y, se détermine à partir de l'équation intégrale 


x 


pete, us) = 142 | (#09 4) (eue (e) dt. 


Cette solution satisfait les conditions de Cauchy y, (a, k) = 1, 
y, (a, k) = ik, est une fonction entière de 4 pour chaque x € J fixe et 


LS 


vtr, Da ete0 [ILE Lee n a+ 0 ()]. 


a 
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Prenons une fonction propre :de la forme y = ciy, + c:y,; de 
(7) on déduit alors l'équation aux valeurs propres 


Ye (0) (y1 (a) + iky (a)) — 2ik = 0. 


En se servant de la représentation asymptotique des solutions, on 
peut ramener cette équation à la forme 


F(k)= | e-%iktg (t) dt = 2ik [1 + 0 (K°1)]. (9) 
0 

L'application de la méthode du col nous donne 

F(k)= ce ##3k-a-1 [1 + O (k"1)], 

Co = EXP {is (œ + 1) } 2-a-1P(a+1i)r(a) 
pour Im k > 0, À —+ ©, de sorte que l'équation (9) devient 
e 20 +2 = —gat2r(a) L(a+1)[1+0O(k1)], 2= —2ika, 
d'où l’on déduit la représentation asymptotique du spectre: 
i 2 1 . 

k, = 4 In n + on [(œ+ 2) In (— 2ni) — 


Inn 
n 


}: 7 — O0. 


—(a+2)Ina—In(—r(a) (a+ 1))}] +0 


Pour | 4 | 51 le spectre est composé de deux séquences associées 
aux valeurs nr > 0 et nr << 0. Si la fonction q (x) est réelle, le spectre 


est constitué des couples (k,, —k;). 


$ 11. Problème de diffusion 


1. Matrice de diffusion. Considérons le problème de diffusion [19] 
pour l'équation 


y" + Mg (x) y = 0, (1) 
où À > O0 et la fonction g (x) est réelle et continue pour tout x € KR. 


1.1. La S-matrice et ses propriétés. Posons les conditions: 
4) Les limites lim gq(xr) = g+ > 0 existent et sont finies. 


X— +00 


2) Les intégrales 


(iVam Valid, [IVa@ -Varids 


convergent. 
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L'équation (1) admet alors deux systèmes fondamentaux de solu- 
tions dont le comportement asymptotique à l'infini est le suivant: 


yt,2(r)=gr'/#exp{+ il Vg:z}[1+0(1)], z—> + 00, 


yr,o(x)=gz /exp{+ in Vg- r}(1+o(1)], z— —oo. 

Ces conditions définissent les solutions yÿ de façon unique. 
Les solutions y*, y; (resp. y5, y,) décrivent des ondes se dépla- 

çant vers la droite (resp. vers la gauche). On a les identités 


yr(z)=y2(2), yi(z) = 72). 
Pour À fixe, toute solution y peut être représentée sous la forme 
y (2) = ciyr (x) + c2y2 (x) = ciyi (x) + ciy5 (2), 


où cÿ sont des constantes. On appelle matrice de diffusion une 
(2 X 2)-matrice S (À) = (sx (À)) définie par la relation 


ci CT 
515] o 


Les solutions y, et y; peuvent être interprétées comme des ondes 
venant de —o et de + au centre (ondes entrantes), les solutions 
y* et y;, comme des ondes sortantes (allant du centre vers l'infini) 
et diffusées par le potentiel q (x). 

La S-matrice décrit le résultat de la diffusion. Ses principales 
propriétés sont: 

1) la S-matrice est unitaire, c’est-à-dire que 


[S1112+ | Sao? = [S2al* + | S22l2 = 1,  Si1So1 + Si2S22 = 0. 


« 


2) Sy] — Sos (ce qui équivaut à la relation S (—À) — S* (À), 
où S* est la matrice transposée conjuguée). 


1.2. Coefficients de transmission et de réflexion. Soit y une solution 
de la forme 


y (x) = T'+yf (x) = yi (x) + Riyz (x). (4) 


La solution y est une onde se déplaçant vers la droite pour x > 1 
et la somme d'une onde incidente y; et d'une onde réfléchie R:y, 
pour x € 1. Les nombres T, et R; s'expriment par l'intermédiaire 
des éléments de la S-matrice: 


Tr = Si R+ = Su. (5) 
Les quantités | T + | et | R; |* s'appellent respectivement coefjfi- 


cients de transmission et de réflexion. L'unitarité de la S-matrice 
entraîne que | T4 | + | R4 | — 1 (loi de conservation du flux 
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d'énergie). De façon analogue, si l'onde incidente se déplace vers la 
gauche, alors 


y (x) = T_y3 (x) = y2(x) + R_yi (x), 
T_=Sy, R_=S;y, [T_P+]R_|-=1. 


1.3. Problème sur le demi-axe. Considérons l’équation (1) sur le 
demi-axe R*: 0 x  w et posons l’une des conditions à la limite 
en zx — 0: 


y (0) —0, y’ (0) =0, y’ (0) + ay (0) = 0, (6) 


où a est réel. La solution y qui vérifie l’une des conditions aux limi- 
tes (6) est de la forme 


y (x) = © (À) ya (x) + co (À) y: (x), 
où y; = y. La fonction 
S (à) = —ce Q)/a Q) (7) 
s’appelle amplitude de diffusion. Le rôle de l’onde incidente est joué 


par l’onde c.y, qui se déplace vers la gauche. Vu que la solution y 
peut être choisie réelle, on a c; (À) = c (À) et par suite 


[SQI=T. (8) 


1.4. Réflexion dans le cas où q (x) >> 0. Supposons que q (x) > 0 
pour € R et décroît rapidement lorsque | z | > co, de sorte que 
toutes les intégrales 

| 1g? (x) |dz, ] = 1, 2, 9 


convergent. Trouvons la représentation asymptotique de la S-ma- 
trice lorsque À —+ + 00. 
L'équation (1) admet les solutions 


x 


y} (x, À)=gl/3(x)exp{+ iAS (0, x)} exp {i | ayo(t, À) dt} , 
+00 


SO, = (Vote, a2= D (+ %B;(2). 


j=1 


Les fonctions $; (x) sont définies au $ 10, (5). Ces représentations 
asymptotiques sont doubles, c’est-à-dire qu'elles sont valables lors- 
que À + —+o uniformément en x € R et lorsque z + + uniformé- 
ment en À > À, > 0 ($ 6). Le deuxième système fondamental (y;, y;) 
est de la même forme, à ceci près que les intégrales sont prises entre 
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—o et x et que la représentation asymptotique est valable pour 
TZ —> — 00. 


On a 


y+(z, A) =A()yi(x, À)+B(A)y5 (x, À). 


En faisant x — 0 dans cette identité et dans celle des dérivées pre- 
mières, on déduit du système d'équations obtenu 


A(1)= exp { —i ET Mdr}, B(A)=O(A-<). 


— 00 
Ces d 
Exprimons les solutions y en fonction de yÿ ; trouvons alors les 


éléments 5, et s:, de la matrice de diffusion en nous servant des rela- 
tions (4) et (5). La condition 2) nous donne 


[Va dt=:VastBato(), B= | (Va Vas) dr, 
0 0 


où o (1) est un infiniment petit pour z > +oo respectivement. 
En comparant les représentations asymptotiques des solutions 


U5 y* (resp. y;, y) lorsque x —> —+oo (resp. z — —), on obtient 
yi,o=etiBe yo (resp. yi,2=e*iF-y, 2). 


On rappelle que chaque solution de l’équation (1) est définie de façon 
unique par sa représentation asymptotique lorsque zx —æ + ou 
z—> —o. On obtient en définitive 


su=exp {in [VI Va) dr+ | (VI Va) de) + 
0 — © 
+ [Dao &), =0û-%. 0 
“oo j=1 


Les éléments s,, et s:,. s'expriment en fonction des éléments s;, et 
Sn déjà calculés. 


2. Amplitude de diffusion en présence d’absorption. Considérons 
l'équation 
y + (k2+ikr (x)) y =0 (10) 


sur le demi-axe x >> 0 avec la condition à la limite y (0) = 0, où 
k > 0 est un paramètre, r (x) > 0 pou 0<z<l,r(xz) = 0 pour 
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z>l,r(x) EC pour z > 0et la-fonction r (x) présente une singu- 
larité au point x = 0: 


l 
lim r (x) = oo, RACE 0. (11) 
X—0 0 
Pour x >{l,ona 
y(x, k)— A(kje-"**— B(k)e'*z. 


La fonction s (#) — B (k)/A (k) s'appelle amplitude de diffusion. 
Ce problème admet l'interprétation physique suivante: une onde 
plane venant de l'infini aborde une couche absorbante recouvrant 
l'intervalle [0, !]. On demande de trouver la représentation asympto- 
tique de l’amplitude de diffusion s (Æ) lorsque À — +oo. 

De la condition (11) il s'ensuit que l'équation (10) admet une 
solution unique y (x, k) à un facteur multiplicatif constant près, 
telle que y (0, À) = 0. L’amplitude de diffusion s (#) s'exprime en 
fonction de y de la manière suivante: 


Noir KYLE, k)+y"(l, k) 
SO ET Dr GE (12) 


De (10) il résulte que s (—k) = s(k). 

Etudions le développement asymptotique et l’analyticité en k 
de la solution y (x, À) sous réserve que la fonction r (x) satisfasse 
les conditions du n° 1.5, $ 6. Supposons que Q (x, k#) — —k* — 
— ikr (x). Voyons pour quels À complexes sont vérifiées les conditions 
1), 2) du $ 3. Commer(r) >0,onaQ0Æ0sikrED,, où D,est le 
plan de À complexe muni d’une coupure le long de l’axe imaginaire 
J—ioo, 0]. Soient-D, le demi-plan Im k> —r (x)/2 muni d’une 
coupure le long de l'intervalle fermé [—ir (x)/2, 0], w — y Q (x, k) 
la détermination dans D, telle que Re w — + lorsque Im À —+ 
— + oo. La fonction w applique bijectivement le domaine D, sur le 
demi-plan Re w >> 0, de sorte que Re VQ (x, &) > 0 pour k€ D, 
et, en particulier, Re VQ (x, k) > 0 pour Im k > 0. Donc la solu- 
tion y (x, k) admet le développement asymptotique (8), $ 7, où 
j = 2,et q doit être remplacé par —1 — ik”ir (x) lorsque | k# | — oo, 
Im k# > 0. Par ailleurs, la solution y (x, k) est holomorphe par rap- 
port à k dans le domaine D, pour chaque x fixe, ce qui résulte du $ 3, 
n° 1.5, de sorte que s (k) est une fonction méromorphe par rapport à k 
dans le domaine D. 

La représentation asymptotique de l’amplitude de diffusion est 
définie par le comportement de la fonction r (x) au voisinage du point 
x = l (de même que dans le problème de Regge, $ 10). On distinguera 
deux cas. 


90 ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE SUR L'AXE RÉEL ICH. IT 


A. La fonction r (x) présente un zéro d'ordre fini r > 1. Alors 
s(k) = 27-32 tikl [4 LL O (k71/2)] 


lorsque | À | — oo, Im 4 >> 0. Cette formule s'établit par une subs- 
titution directe du développement asymptotique de la solution 
y dans (12). On voit que plus le raccordement de la couche absorbante 
0 < zx < I avec le milieu x > L est lisse, et plus le coefficient de 
réflexion |s(k) | est petit. 


B. La fonction r (x) admet un zéro d'ordre infini. Alors s (k) = 


= O0 (k7*). Pour obtenir une information plus exacte il faut, comme 
dans le problème de Regge, se tourner vers un système d'équations 
intégrales pour la solution y. De (14), $ 2, il vient 


=Q"Vi(u,+u), u=1+ | @y (Us + ui) dt, 
0 


x 
Ua = — | ae*Stt D(u, + u2) dt, 


© 


où &, s'exprime en fonction de @ par la formule (9), $ 1, 


S(t, z)= | VO, dt, ReVO>0, Imk>0. 
 d 


Comme u, — 1 + O (A1), u, = O (F1) (toutes les estimations 
sont données pour Im k => 0), on déduit de (12): 


s(k)= —e lu, (L, k) [1 +0 (12). 


Par ailleurs, 
! 
us (L, k)= — | [1 + O (k12)] œ,e-2St. dt 
0 


et le problème se ramène à la détermination de la représentation 
asymptotique de cette intégrale. Si r (x) — e”/@1 et f (x) —— Lo 
lorsque x —> L — O de façon assez régulière (par exemple, f (x) — 
= A (l— x) «, A > 0, « > 0), il est alors possible de déterminer 
la représentation asymptotique pour # — io, 6 —> + à l’aide de la 
méthode de Laplace. Alors 


V'2n (f" (to)? 
sk) = ——— 2 
OT ge f” (to) 
où #, est un point col: f” (ft) = 26, tel que £{, —+ L lorsque 6 — +0. 


exp{20to—f(to)}, O—+ +00, 
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3. Invariant adiabatique d’un. oscillateur harmonique linéaire. 
Considérons l'équation 


z +? (et) xz:=0 (13) 


sur la droite réelle R — ]—oc, +oof, où £ > 0 est un petit para- 
mètre et & ({) > 0 une fonction de C” (R) telle que 

lim ow(t)=0@4>0. 

{—+oo 
L'équation (13) décrit un oscillateur harmonique linéaire dont la 
fréquence d'’oscillations œ(et) varie lentement avec le temps. 

On appelle invariant adiabatique d’un système physique une 
quantité qui varie peu lorsque les paramètres du système varient 
lentement (mais pas forcément peul): En d’autres termes, un inva- 
riant adiabatique est une loi de conservation approximative ou une 
intégrale première approximative. Pour l'équation (13), l’invariant 
adiabatique d'Ehrenfest est le rapport de l'énergie de l’oscillateur 
à sa fréquence: 


240 (et) r° 
20 (et) ’ 


J(t, €)-= (14) 


où z — x(t, €) est une solution de l'équation (13). La quantité 
J (€) = J (+o, €) — J (—o, €) (15) 
s'appelle variation totale de l'invariant adiabatique. 


Remarque. Pour e = 1, l'équation (13) admet une intégrale pre- 
mière exacte (l’invariant de Lewis) 


| e e 
T=- [p"*x? + (px — pzx)*], 
où p (t) est solution de l'équation non linéaire 


+? (tp = —ps. 


Le lien entre‘la dernière équation et l'équation (13) est utile dans 
de nombreux problèmes. 


3.1. Invariant adiabatique et problème de diffusion. La substitu- 
tion t = el ramène l’équation (13) à la forme 


e LP +o? (t) ÿ= 0, (16) 


où Ÿ (t, €) = x (f, e). Cette équation ne diffère de l'équation (1) 
que par les notations. Supposons que w ({) tend assez vite vers sa 
limite lorsque { — Ho, de sorte qu'est remplie la condition: 
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Les intégrales 


+00 ( 
Joe, [lot —uwtd, À(o(t2+10(#)1) à 
convergent. 


Pour chaque & >> 0 fixe, l'équation (16) admet alors deux syste- 
mes fondamentaux de solutions dont les représentations asympto- 
tiques 


Ÿi, end O7 1/2 exp {+ i0+T/e}, T—> + oo, 
1,2 &11/2 exp {+ iw_t/e}, T—> — oo, 


sont deux fois dérivables. Toute solution de l'équation (16) peut être 
mise sous la forme 


= cibi + chpS — cri + cz, (17) 


où cŸ ne dépendent que de &, et pour la variation totale de l’inva- 
riant adiabatique, on a la formule 


J (e)=2 (cici — cic2). (18) 


3.2. Estimations de J (e). Par construction, J (f, e) est un opé- 
rateur homogène et J (e) une fonctionnelle quadratique homogène 
définis sur les solutions de l'équation (13). Donc pour déterminer 
leurs représentations asymptotiques, il faudra normer les solutions. 
Normons la solution Ÿ donnée par (17) de la manière suivante: 
fixons des nombres c; et c; indépendants de e, c’est-à-dire donnons- 
nous la représentation asymptotique de la solution # lorsque 
tT— —o. Alors 


J'(E) = 2{si1l 2 {(Isi2l? + [Sal 7) Cic2 — 521 (cr)? — 52, (c2)*]. (19) 
Si la solution x est réelle, alors c; — cs = cet 
J'(E)=2 sl"? [(Is1217 + 152117) — 2Re (s2, c?)]. 


Sous la condition 1), on a J (e) — O (e), e —— +0. Si les fonctions 
© ({) — w+ et w& ({) — w- appartiennent respectivement aux espaces 
de Schwarz # (R*) et #(R°'), alors 


J(e)—=O0(e*), e— +0. 


Au chapitre III, $ 8, on montrera que si la fonction w (t) est holo- 
morphe au voisinage de l’axe réel, J (e) décroît exponentiellement 
lorsque € —> +0. 


CHAPITRE III 


ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE 
DANS LE PLAN COMPLEXE 


Dans ce chapitre on étudie des équations de la forme 
w"+ p(z, ÀA)w'+q(z, À) w=0 


à coefficients entiers ou méromorphes. Le problème fondamental de 
la théorie asymptotique consiste à construire la représentation 
asymptotique d’un système fondamental de solutions lorsque À — 
dans tout le plan de z complexe. On se penche aussi sur de nombreux 
problèmes concrets d'analyse spectrale et de physique mathématique. 


$ 1. Lignes de Stokes et domaines limités par elles 


1. Structure locale des lignes de Stokes. Considérons l'équation 
w"— htq(z)w=0, (1) 


où À >> 0 est un paramètre et la fonction q (z) holomorphe dans un 
domaine D du plan de z complexe. Posons 


S (to 2)= | Vati (2) 


et étudions la structure locale des lignes de niveau L.: ReS (2,, z) — 
= c. Soient q (2) 0 et U un disque | z — z, | << r de rayon 0 << 
<r 1. La fonction V q (z) admet deux déterminations holomor- 
phes dans U. Fixons l’une d'elles; la formule (2) définit alors une 
fonction holomorphe dans U (le chemin d'intégration est contenu 
dans Ü) qui est un élément (un germe) d’une fonction analytique. 
En le prolongeant on obtient une fonction analytique multivalente 
S (Zo, 2), dont les points singuliers sont les zéros de la fonction 
q (z) (des points de branchement). La famille de lignes de niveau 
{le}, —oo << c << ©, est définie de façon unique même si la fonc- 
tion S est infinivalente. Etudions la structure locale des lignes de 
niveau. Si q (z) 0 et r 1, on peut se servir de (2) pour expri- 
mer z en fonction de S: z — z, =  (S), où œ ($) est une fonction 
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holomorphe au point S — 0, ’ (0) — 0. Donc localement la famille 
{l.} est une famille de segments parallèles et les petits arcs de ces 
lignes, des courbes analytiques. 

Les zéros de la fonction gq (z), c’est-à-dire les points de retour de 
l'équation (1), sont les points critiques de la famille {,}. 

Soit z, un point de retour. On appelle ligne de Stokes de l’équa- 
tion (1) la plus grande composante connexe de la ligne de niveau 


Re S (2,4, z) = 0 (3) 


issue de z, et ne contenant pas d’autres points de retour. Toute ligne 
de Stokes est une courbe analytique. On définit de façon analogue les 
lignes de Stokes pour l'équation 


D” —Q(z, À)w = 0, 


où le paramètre À peut être complexe: 


Re | YOU, Da=0, 
ze(À) 
Zo (À) étant un point de retour. 

Les lignes de Stokes et les domaines qu'elles limitent jouent un 
rôle prépondérant dans l'étude de la représentation asymptotique 
globale des solutions. 

La réunion de toutes les lignes de Stokes s'appelle graphe de 
Stokes et se note ®, et ses composantes connexes, complexes de Siokes. 


Remarque. 11 existe une certaine discordance dans les définitions 
des lignes de Stokes. Ainsi dans [13] par exemple, les lignes de Stokes 


À = 


Fig. 1 Fig. 2 


sont définies par l'équation Im S (z,, z) = 0 et les lignes définies 
ci-dessus, appelées lignes de Stokes conjuguées ou lignes anti-Stokes. 
Soit z, un point de retour d’ordre r ; pour z Æ Z,, On a alors 


g(z)æa(z—2z)", aÆ0, 
S (20 2) 279 (2—20)"/%#1, 


n 
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Donc, d’un point de retour d'ordre r il part n -- 2 lignes de Stokes, 
l'angle de deux lignes voisines étant de 2x/(n7 + 2). D'un point de 
retour simple (nr — 1) il part trois lignes de Stokes avec un angle 
entre deux lignes voisines égal à 2x/3 (fig. 1). 


q=1- 2? q=i(z-l 
g=et-| 
g=(2?-1X2z2—2) 
Fig. 3 


Supposons que z, est un pôle simple de la fonction gq (z); alors 

S (20 2 — a Vz— 2, où z2—>2:,, a 0. L'équation (3) définit 

localement une courbe d'origine en z, (fig. 2) qui s'appelle aussi 

ligne de Stokes. De façon respective, un pôle du premier ordre sera 

appeié point de retour d'ordre —1. La figure 3 représente des lignes 
e Stokes. 
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2. Structure globale des lignes de Stokes. 
2.1. q (z) est une fonction entière. On a le théorème suivant. 


Théorème. Soient D un domaine simplement connexe de bord T 
différentiable par morceaux, q (z) une fonction holomorphe dans D |] T 
sauf éventuellement en un nombre fini de pôles contenus dans D. Si 
Re S (2,4, z) = 0 sur F,z, € VF, la fonction q (z) présente au moins deux 
pôles dans le domaine D. 


Soit L la ligne de niveau Re S (2,, z) = 0, z € l, c'est-à-dire la 
plus grande composante connexe de cet ensemble. La fonction g (2) 
étant entière, la courbe / ne peut contenir de composantes fermées. 
Soit /, la plus grande composante connexe de la courbe / ne contenant 
pas de points de retour. Alors /, est une courbe non fermée simple dont 
les extrémités ne peuvent être que le point z — œ ou un point de 
retour. La fonction Im S (z,, z) est strictement monotone le long 
de !,, puisque la fonction S (z,, z) applique bijectivement la courbe L, 
sur l'intervalle vertical L: Re S — 0, a << Im S << b, dans le plan 
complexe de S. 

Posons la condition : 

1. Si {, n’est pas une ligne de Stokes, alors a = —o, b — +. 

Cette condition est réalisée si g (z) est un polynôme ; elle peut ne 
pas l’être si q (z) est une fonction entière. 


Exemples. 1. Soit q (z) — e*; l’une des déterminations de la 
fonction S (0, z) est alors e&. Cette fonction applique la ligne de 
niveau /,: Im z = kn + x/2, kest entier, sur le rayon JO, i (—1)* oof. 
Dans cet exemple q (z) —+ 0 si z € l, et z—> co, Re z + — co. Il est 
naturel d'appeler le point z — , point de retour (d'ordre infini) 
et les lignes !,, lignes de Stokes. 

On admettra dans la suite que la condition 1 est satisfaite. 

2. Supposons que gq (z) est un polynôme: 


g(z)=a05"+a,z "14... +a,, ap= re" #0. 
Pour |z| > 1 on a alors 


S (20: ÉTÉ) br), prie, 
j=1 


2n& 


Cette série converge pour |z| 51. La ligne de niveau l:ReS (2,, z) = 
— 0 qui ne contient pas de point de retour est une courbe simple 
infinie possédant deux asymptotes parmi les rayons: 


l,:2=pe"%x + , 0<p<®, 


__ (2k+1)7x—% k—0, 1, 


Pr — n+2 ? ... n + 1. 
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La ligne de Stokes infinie admet une asymptote: l'un des rayons l}. 
Les lignes de niveau Im S (z,, z) — const présentent la même struc- 
ture : leurs asymptotes sont les rayons 


oo — - Ë LR OLIS 
R:z=pexp {i (ox ——)} m 0<p< oo. 
Ces résultats sont valables aussi pour les r > —2 non entiers. 


2.2. q (z) est une fonction méromorphe. Admettons que l'équation 
(1) possède des points de retour. Si q (z) est une fonction rationnelle, 
l'équation (1) ne possède pas de point de retour (y compris des pôles 
d'ordre un) dans les seuls cas suivants: 


q=a qg=a(z—2)", q—=a{(z— 25)" (2— 2)", 


oùaetz;sont des constantes. Dans tous ces cas les solutions de l'équa- 
tion (1) sont des fonctions élémentaires. 

Soit O l’ensemble de tous les points singuliers de l'équation (1) 
sur la sphère de Riemann. Cet ensemble est composé des pôles finis 
de la fonction q (z) et du point z — si le point & — 0 est point 
singulier de la fonction q (£) — &"*q (£"!) (chap. I, $ 1). 

Les points singuliers finis se classent de la manière suivante: 

1. Un point singulier irrégulier est un pôle d'ordre n > 3 (J,). 

2. Un point singulier régulier de première espèce est un pôle 
d'ordre un (A;). 

3. Ün point singulier régulier de deuxième espèce est un pôle 
d'ordre deux (AR:). 

Le point z — est de type 1, 2 ou 3 selon que & = 0 est un pôle 
d'ordre n > 3, nr — 1 ou n — 2 de la fonction g (£). Si q (0) Æ 0, 
le point z — œ n'est pas critique; si q (&) présente en à — O un 
zéro d'ordre n, alors z — o est un point de retour d'ordre n. Si 


— 0 est un point singulier essentiel de la fonction q (Ë&), le point 

z — © est un point singulier essentiel de l'équation (1). 
En règle générale, les points singuliers de l’équation (1) sont des 
points de branchement d'ordre infini pour toutes ses solutions non 
triviales. Il est donc naturel d'étudier cette équation sur le revé- 


tement universel C. de l’ensemble C. KO. On a la projection natu- 
relle p: C,— C.KO. On conviendra des notations suivantes dans 


la suite: Àf est le projeté de M, ensemble contenu dans C.. 
On admettra que la condition 1 du n° 2.1 est satisfaite mais pour 


la ligne î. 
La condition 1 est vérifiée pour les fonctions rationnelles q (2). 
Si la ligne de niveau / n’est pas une ligne de Stokes et z, € /, alors 


l est une courbe non fermée infinie (la courbe ! peut être fermée ; 
7—01011 
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exemple 2). La fonction $S (z,, z) applique bijectivement { sur l'axe 
imaginaire Re S — 0 du plan de S complexe. 


Exemples. 1. Supposons que z, = © est un pôle de q (z) d'ordre 
n > 3: 
g (= a(2— 2), à = rois 40. (4) 
re 


Pour |2—:,| & 1 on a alors 


Su 2) = Va) "EE db (2), 


9 
= a 


Cette série converge pour |[z—z, | 1. La ligne de niveau 

l: Re S (z,, z) — 0 qui ne contient pas de points de retour est une 
courbe simple d’origine et d’ex- 
trémité en z, pour [za —z | 1 
(fig. 4). Ses extrémités sont tangen- 
tes en z, à deux des rayons: 


l,: (2—n) Arg (2— 20) + Po = 
= (2k+i)n, k—0, +1, 


Les lignes de niveau Im S — const 
présentent la mème structure. Ces 
résultats sont valables aussi pour 
n non entier, n > 2. 
Fig. À 2. Supposons que 2, œ est 
un pôle d'ordre deux, c’est-à-dire 
que g (2) est de la forme (4), nr — 2. La structure topologique locale 
des lignes de niveau Re S — const est la même que pour la fonction 


q (z) = ag *. 
1) a, > 0: les lignes de niveau sont des rayons de centre z — 
2) ay < 0: les lignes de niveau sont des cercles | z | = const. 


3) Im a, 0: les lignes de niveau sont des spirales logarithmi- 
ques & Înr — fi = const, (&œ + iB}* = a. 

La structure des lignes de niveau au voisinage d’un pôle d'ordre 
un est étudiée au n° f. 

Les lignes de niveau Re S — const peuvent avoir une configu- 
ration très complexe même dans le cas où q (z) est une fonction ration- 
nelle. Plus exactement, l’ensemble [®] peut avoir des points inté- 
rieurs. 

3. Supposons que 


Ga (s)= ete (2— a) (2— a) (2— a) (2— a), 


& 1] LIGNES DE STOKES ET DOMAINES LIMITES PAR ELLES 


où œeta,sont réels, a, <a 43 <4,,0 <a<n,tgaest irrationnel. 
Remarquons que le point z — c n'est ni un point singulier, ni un 
point de retour. Si Lest une ligne de niveau quelconque Re S (z,. z) — 
— const, son adhérence [/] coïncide avec le plan de z complexe tout 
entier. En effet, pour &« — 0 la fonction S (a,, z) envoie bijective- 
ment le demi-plan Im z > 0 dans un rectangle II du plan de S com- 
plexe ayant ses côtés parallèles aux axes de coordonnées. Pour & =£ Ü 
ce demi-plan est appliqué sur le rectangle Il,, image de [I par une 
rotation d'angle & autour de l'origine des coordonnées. Prolongeons 
analytiquement la fonction $ à travers les intervalles en lesquels 
les points a; partagent l’axe réel. On constate alors que la fonction 


S applique bijectivement C, sur le plan de $ complexe tout entier, 
recouvert de rectangles égaux IT,, 115, .- .. L’image de la ligne de 
niveau L est une droite verticale L: Re S — const. Si l’on fait coïn- 
cider avec Il, tous les rectangles qui rencontrent L, on constate que 
l'ensemble des segments de Z interceptés est partout dense dans 
Il,, puisque tg & est irrationnel. Donc, [I] — C.. 


Dans cet exemple [®] = C. et l’ensemble [®] des points inté- 
rieurs de [®] est constitué d’une seule composante connexe. La struc- 


ture de l’ensemble [®] est étudiée dans [16]. 
A. [®] peut être constitué d’un nombre fini quelconque de com- 


posantes connexes. Ceci étant, 0 [D] ne comprend que des points de 
retour et des points singuliers de type RÀ.. 
B. Si l'équation (1) admet au plus trois points singuliers dis- 


tincts ou n’admet pas de points de type R,, alors [®] est vide, de 
sorte que [D] — D. 

3. Domaines limités par des lignes de Stokes. Si qg(z) est une 
fonction méromorphe ou entière, la fonction $S (z,, z) est en règle 
générale infinivalente et applique le plan complexe C, sur une sur- 
face à une infinité de feuillets. Si, en particulier, q (z) est un poly- 
nôme de degré nr, alors S (z,, z) est une intégrale elliptique pour 
n — 3, 4 et hyperelliptique pour nr > 5. Supposons que D est un 
domaine simplement connexe et que la fonction g(z) est holomorphe 
et ne possède pas de zéro dans D. La fonction V q (z) admet alors deux 
déterminations holomorphes dans D ; ceci est vrai aussi de la fonction 
S (25: 2) si z, € D et l'intégrale est prise le long d’un chemin contenu 
dans D. Dans la suite il sera toujours question de l’une de ces deux 
déterminations de $. 

3.1. q (z) est une fonction entière. Soit remplie la condition: 

2. [®] = ©. 

On ne connaît pas d'exemples de fonctions entières pour lesquelles 
la condition 2 n’est pas satisfaite. Si q (z) est un polynôme, la con- 
dition 2 est vérifiée. 
7e 
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Les lignes de Stokes partagent le plan complexe en domaines des 
deux types suivants: 

J. Domaine D de type demi-plan. La fonction $ (z,, z) envoie 
bijectivement le domaine D sur un demi-plan de la forme Re S > a 
ou Re S < a. 

II. Domaine D de type bande. La fonction S (z,, z) envoie bijec- 
tivement D sur une bande de la forme a << Re S << b. 

_ Les domaines des deux types sont simplement connexes. Le bord 
d'un domaine de type demi-plan (resp. bande) est composé d'une 
(resp. deux) composante(s) connexe(s). Voir exemples sur la figure 3. 


Exemple. Supposons que q (z) est un polynôme de degré nr. Les 
lignes de Stokes partagent alors le plan de z en nr + 2 domaines de 
type demi-plan et N domaines de type bande, OS N<n— 1. 


> 


Fig. 5 Fig. 6 


S'il n'existe pas de lignes de Stokes finies, alors N — n — 1. La 
ligne de niveau Re S — const, contenue dans un domaine de type 
demi-plan admet pour asymptotes deux rayons voisins /, et ly+1. 


3.2. q (z) est une fonction méromorphe. Dans ce cas le domaine 
C,I®Ï est composé de domaines de type demi-plan, bande, cou- 
ronne et disque. 

III. Domaine D de type couronne. La fonction & — e$ envoie bi- 


jectivement D sur la couronne 0 La < | &w | << b << ©. Le bord 
d’un tel domaine est composé de deux composantes connexes (fig. 5). 
IV. Domaine D de type disque. La fonction w — e$ applique 


bijectivement D sur le domaine 0 <|w|<aoua<|w|< 0. 
Le bord d'un tel domaine est formé d’une courbe connexe et d'un 
point z, qui est un pôle d'ordre deux (fig. 6). Si z,  ,on a 


a—(2— 2%) q(2)|:-: > 0. 


La famille des lignes de niveau {l:} possède des points critiques 
des types suivants: 

4) z est un point de retour d'ordre k, k — —1, 1, 2, ... 
Si z, ©, À — —1, alors z, est un pôle d'ordre un, c'est-à-dire un 
point singulier régulier de l'équation (1). 

2) z, est un pôle d'ordre deux, fini ou infini (un point singulier 
régulier de l’équation (1)). Supposons que :, = ©. Deux cas sont 
possibles : 
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a) a > 0: un petit voisinage U'troué du point singulier est entiè- 
rement recouvert par un domaine de type disque ; 

b) a É 10, + ol : VU est recouvert par l’adhérence d’un nombre fini 
de domaines de type bande. 

3) z est un point singulier irrégulier d'ordre k# > 3. Si z, oo, 
c'est un pôle d'ordre k de la fonction q (z). Dans ce cas U est recou- 


& -& 
< + 


4,7, (1-22) 1-22 


Fig. 7 


vert par l’adhérence de À domaines de type demi-plan et d'un nombre 
fini de domaines de type bande. 
La figure 7 représente des exemples de lignes de Stokes. 


$ 2. Approximations WKB dans le plan complexe 


1. Chemins canoniques. Soit D un domaine simplement connexe 
sur la sphère de Riemann et supposons que © (2) est une fonction 
holomorphe ne présentant pas de zéro dans D. Considérons l'équation 


w"—Q{)w=0 (1) 
et fixons une détermination de la fonction S (2,, z) — | vQ (£) dt 


dans le domaine D. Au chap. II, $ 2, nous avons établi des approxi- 
mations WKB pour les solutions de l'équation (1) sur l'axe réel. 
L'équation (1) a été ramenée à un système d'équations intégrales et 
nous avons vu qu'il était prépondérant que sur le chemin d'inté- 
gration (x, b), x < b, soit réalisée l'inégalité Re S (4, x) < 0, 
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tE Ir, bl, de sorte que | exp {S (4, x)}| 1. Ce fait peut être formulé 
aussi de la manière suivante: la fonction Re S (x,, x) ne décroit 
pas le long du chemin d'intégration. La généralisation de cette pro- 
priété à un chemin dans le plan complexe est la notion de chemin 
canonique. 

Soit y = y (Z, z*) une courbe différentiable par morceaux con- 
tenue dans le domaine D et reliant les points z, € D et z* € 0D. 
La courbe y s'appelle chemin canonique si la fonction Re S (z,, 2) 
ne décroît pas le long de y (lorsque le point z se déplace de z, en z*). 
Les lignes de niveau Re $ — const, Im S$S — const, qui ne contien- 
nent pas de points de retour, sont des chemins canoniques. Pour z* 
on prendra généralement l’un des points singuliers de l’équation (1). 

Désignons par S (D) et S (y) les images du domaine D et du che- 
min y par l’application S — S (z,, z). Si y est un chemin canonique, 
la courbe S (y) jouit de la propriété suivante : son intersection avec 
une courbe verticale quelconque Re S — const soit est vide, soit est 
constituée d’une seule composante connexe. 


Exemples. 1. Supposons que D est un domaine de type demi-plan 


zo € 0D et que la détermination de y Q (z) est telle que Re S (2,, 2) > 
> 0 dans D. La contre-image de tout rayon S (y) contenu dans S (D) 


Y'È 
Z2 Ss 
Se 
Zi Y y 
Fig. 8 Fig. 9 


est un chemin canonique y. Si z, € D, deux chemins canoniques quel- 
conques Yo (Z1 2*), Y1 (Z1, Z*) contenus dans D peuvent être conti- 
nüment déformés l’un en l’autre (sur la sphère de Riemann), de telle 
sorte que tout chemin «intermédiaire» y, (z,, z*), 0O<1<1, 
soit canonique. De tels chemins sont dits équivalents (ou S-homotopes). 

Soient z1, Z: ED,7Y(z, z*) un chemin canoniqueet ReS (2,, 2) > 
> Re S (z, Z) pour fixer les idées. On peut alors relier les points 
z, et Z, par un chemin canonique y, (z,. z.) tel que le chemin y; 
soit canonique (fig. 8). On dira que tous les chemins canoniques con- 
tenus dans D sont équivalents (ou S-homotopes). 
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Supposons pour simplifier que 0D contient un nombre fini de 
points de retour. Extirpons leurs e-voisinages de $S (D) et désignons 
la contre-image du domaine obtenu par D,. Tous les chemins cano- 
niques contenus dans D, sont équivalents. 

2. Soit D un domaine de type bande ($ 1). Tous les chemins ca- 
noniques infinis contenus dans D se répartissent en deux classes y” 
de chemins $-homotopes : Im S$ — + le long d’un chemin de classe 
v+ (fig. 9). 


Remarque. Considérons un domaine de type bande (cf. fig. 9). 
Sur la surface de Riemann ce domaine présente un point frontière 
à l'infini, le point z — , qui est un point singulier de l'équation 
(1). Mais du point de vue de la théorie asymptotique il faut admettre 
que 0D contient deux points à l'infini z+: Im S$ + +o lorsque 
z— 2t. Plus exactement, le point frontière à l'infini est défini par 
une classe de chemins canoniques équivalents. 


2. Théorème fondamental. Supposons qu'il existe un chemin ca- 
nonique reliant les points z € D et z* E 0D pour l'équation (1). 
Posons 


p(, D)= inf A CUT (2) 


.% 
L 2 


où inf est pris sur tous les chemins canoniques reliant z à z*, et la 
fonction &, (t) est donnée par la formule (9) du chap. II, $ 1. Sup- 
posons remplies les conditions suivantes: 

1) pour chaque point zE€ D il existe un chemin canonique 
y (z, 2%); 

2) p (z, D) << © pour tout point z € D (pour une classe fixe de 
chemins S-homotopes). 

On a alors le 


Théorème. L'équation (1) admet une solution w (z) telleque pour 
zED sont valables les estimations 


(5) 9 (h29 (2,D) __ 
| Q"1/1(z)exp {—S (20, 2)} 1| < 2(e* 1), 
w”" (2) 
| Q"IY (=) exp{—S (20, 2)} +1 | < (3) 
LI ou _9" . 
<7F A GA) |+4[ i 1+ — 4 | Q32() Île 20G, D) 1], 


où 2 € D est un point fire quelconque. 


Ce théorème appartient à G. Birkhoff [44]. Sa démonstration 
reprend ad litteram celle du théorème du $ 2, chap. I. Pour contour 
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d'intégration on choisit un chemin canonique + (z, z*) sur lequel 
Re S (4, z) < 0, de sorte que 


|exp {2S (4, z)})1<1 


Comme dans le cas réel, les formules asymptotiques pour « et w’ 
résultent des estimations (3). Soient y un chemin canonique, z € y; 
son arc y (z, z*) est alors un chemin canonique. De la condition 2) 
il suit que 


lim | la, (t)] dt] =0. (4) 
z—i* YU,:%) 
Donc pour z2E€ yet z—> z* on a la formule asymptotique 
w (2) = Q"V4 (2) exp {—S (20, 2)}. (5) 


Cette relation est réalisée si z— z* le long d'un chemin canonique. 
Dans la suite on notera par « z—> z* » le fait que « z— z* le long 
d’un chemin canonique ». 

Soit satisfaite la condition 


lim Q" (2) Q7#/2(:) = 0; (6) 
les estimations (3) entraînent alors 
w' (2) + —Q4 (2) exp{—S (20 2)}, 2-24. (7) 


La condition 1) est réalisée pour les domaines des exemples { et 2 
ci-dessus ; étudions la convergence de l'intégrale 


# 


p(G)= [laid 252%. 


+ 
L 2 


Soit z* £ oo ; posons z* — 0 par souci de simplicité. 


Exemples. 1. Supposons que z — 0 est un pôle d'ordre nr > 3 de 
la fonction Q (2); alors p (z) << © si l'intégrale est prise sur île seg- 
ment [0, zl. Ceci est vrai dans le cas où Q () em aït,a0,a< —2, 
lorsque z —+ 0 dans un secteur D de sommet z = 0 et cette représen- 
tation asymptotique est deux fois dérivable. L'intégrale p (2) — 
pour & => —2. En particulier, p (z) = © si z = 0 est un point sin- 
gulier régulier de l'équation (1). 

2. Supposons que Q (z) est un polynôme, z* — et l'intégrale 
p (z) est prise le long d’un rayon; alors p (2) << c. Ceci est vrai 
lorsque Q (z) — az pour z — dans le secteur D siaÆ0,a> — 
Si «a < —2, on a p (z) = oo. 

Sik les conditions du théorème et. les conditions (6) sont satisfaites, 


l'équation (1) admet une solution LD (z) telle que pour z — z* 
w (2) QU (2) exp{S (20, 2)}, u" (2) + Q4 (2) exp {S (20, 2)}. 
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Les solutions w (z) et w (z) forment un système fondamental. 


3. Conditions aux limites pour les solutions. Dans les problèmes 
singuliers aux valeurs propres, les problèmes de diffusion et autres, 
les conditions aux limites sont données au point à l'infini ou en un 
point singulier de l'équation. Formulons leurs analogues dans le 
plan complexe en supposant que sont satisfaites les conditions du 
théorème et les conditions (6). Soit y — y (2, z*) un chemin cano- 
nique ; deux cas peuvent se présenter : 


lim ReS(z, z) = + o, (Sa) 
1—2:*,:€y 

lim ReS(z, z)=a, 0<a<o, (8b) 
z—:*, 2€Y 


ce qui conduit à deux types de conditions aux limites. 


I. Condition de décroissance de la solution. Soit w (z) la solution 
construite dans le théorème du n° 2; dans le cas (8a) 


lim D (2) = (0. (9) 
2—2*,:€Y 
Comme lim  w(z) — oc, toute solution vérifiant la condition 


z—c:*, :€y 
(9) sera de la forme const:w (2). 
IT. Condition de rayonnement. Dans le cas (8b) la solution w (z) 
construite dans le théorème du n° 2 satisfait la condition 
im —4%(@  . _, (10) 
sit, 1€ V QG) (2) | 
Cette condition est satisfaite par une seule solution. 

Dans les deux cas la solution qui est justiciable de la formule 
asymptotique (5) est unique, c’est-à-dire que cette solution est définie 
de façon unique par sa représentation asymptotique. 

Les résultats ci-dessus s'étendent aux équations de la forme 


(PG)w) —Q()w=0 
(cf. chap. II, $ 2). 


$ 3. Equations à coefficients polynomiaux. 
Représentation asymptotique globale des solutions 


1. Position du problème. Considérons l'équation 
w”" + p(z, À) w” + q(z, À) w = 0, (1) 


où p et q sont des polynômes de z dont les coefficients sont fonctions 
d’un grand paramètre À > 0. Le problème fondamental de la théorie 
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asymptotique posé pour l’équation (1) s’énonce comme suit : trouver 
la représentation asymptotique d’un système fondamental de solu- 
tions lorsque À —— + dans le plan de z complexe tout entier. 

Ce problème n'a été complètement étudié que dans les cas où la 
dépendance des coefficients de l'équation par rapport au paramètre 
est simple. Décrivons l'algorithme de résolution du problème fonda- 
mental pour l'équation 


w" — Àq (z)uw = (. (2) 


On introduit un ensemble fini de domaines non bornés {D ;} (appelés 
canoniques) dont la réunion recouvre le plan de z complexe tout entier 
à l'exception des voisinages des points de retour. On construit des 
systèmes fondamentaux spéciaux (appelés élémentaires) (u;. v;) dont 
la représentation asymptotique est partout connue dans D;. Toute 
solution & (z, À) de l'équation (2) peut être mise sous la forme 


u (2, À) = aju; + ju; = œuux + Pate, 


où «y. B, ne dépendent que de À. On a 


Ja a(] o 


La matrice Q@,, (à) s'appelle matrice de passage du système fonda- 
mental (u;, v;) au système (u,, v:) et ne dépend pas de w. Il est 
évident que 


Qu Qu Qu Gr = Si. 


On démontre que toute matrice de passage d’un système élémentaire 
à un autre est le produit d'un nombre fini de matrices de passage 
élémentaires appartenant à l’un des quatre types. La représentation 
asymptotique des matrices de passage élémentaires est calculée 
dans le n° 3. 

La résolution du problème fondamental se décompose donc en 
trois étapes. 

1. Problème de topologie. Trouver les lignes de Stokes de l’équa- 
tion (1). 

2. Problème d'analyse. Trouver la représentation asymptotique 
des systèmes fondamentaux élémentaires de solutions. 

3. Problème d'algèbre. Multiplier les matrices de passage. 

Le problème 1 est en fait un problème d'ordinateur: on peut en 
effet se servir d’un ordinateur pour trouver les points de retour et 
construire les lignes de Stokes pour une équation donnée. Le pro- 
blème 2 a été résolu précédemment. La représentation asymptotique 
d'un système fondamental de solutions au voisinage des points de 
retour est étudiée dans le chap. IV. 
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L'algorithme mentionné est général: il convient et dans le cas 
où q (z) est une fonction entière ou méromorphe, et dans le cas où la 
dépendance des coefficients de l'équation par rapport au paramètre 
est plus complexe. 


2. Systèmes fondamentaux élémentaires de solutions de l’équa- 
tion (1). 


2.1. Domaines canoniques. Les points de retour de l'équation ({) 
sont indépendants de À. Introduisons la notation 


S(22)= | Va dt. (4) 


Soit À > 0; les lignes de Stokes sont alors définies par l'équation 


Re S (Zo: 2) — 0, 


où z, est un point de retour, et ne dépendent pas de À (comparer avec 
(3) du $ 2). 

Un domaine D du plan de z complexe s'appelle canonique si la 
fonction $ (z,, z) envoie bijectivement D sur le plan complexe tout 
entier muni d’un nombre fini de 
coupures verticales (fig. 10). Le 
domaine D est simplement connexe 
et ne contient pas de points de 
retour, 0D est constitué de lignes 
de Stokes (les contre-images des 
bords des coupures). Le domaine 
canonique D est la réunion de deux 
domaines de type demi-plan (les 
demi-plans de « gauche» et de 
« droite ») et de quelques domaines 
de tvpe bande. 

Extirpons de S (D) les e-voi- 
sinages gauches (resp. droits) des 
coupures et les e-voisinages des 
points de retour (cf. fig. 10) ; dési- 
gnons la contre-image du domaine 
obtenu par D (resp. D:). Pour 
chaque point z* € DE il existe un 
chemin canonique infini y*(z*) 
tel que Re S (2,, z}— +o lors- 
que Z2€ y*, z—+ co. Pour chaque point z* € D: il existe un che- 
min infini y-(z*) tel que le chemin —y-(z2*) est canonique et 
Re S (25, 2) — —o lorsque z2€ ÿ-, z2—+ oo. 


Fig. 10 
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2.2. Terme principal de la représentation asymptotique des solutions. 
Supposons que D est un domaine canonique et que À > 0 est fixe. 
On rappelle que toute solution de l'équation (2) est une fonction 
entière de z. L’équation (2) admet une solution w,(z, À), unique 
à un facteur multiplicatif près, telle que 


lim w, (z, À) = 0, z2—+ ©, ReS (2, z)— +, (3) 
et une solution w, (z, À), unique à un facteur multiplicatif près, 
telle que 

lim w, (z, À) = 0, z2—+ oo, ReS (2,, z) — —oo. (5°) 
Ces solutions forment un système fondamental pour À >> 1. Pour w, 


prenons la solution w mentionnée dans le théorème du $ 2. 
Posons 


Ur. o(2, À; Zo) = g (z) exp {F ÀS (20, 2)}, 
p(a= À a(e)] dl, (6) 
VÉ (2) 


la détermination de Ya) est fixe dans D. En vertu de (3) du $ 2, 
on a 


mi (À) | A p+ (2) — 
| Ana 1] S2(e 1) 
pour ZE DE, À > 0. Fixons À, > 0; pour À > À,, z € DE on a alors 


w,(z, A)=u(z, 3 2) + At (2, A), 
Ipi(z, À)| & Cp* (2), 


où C est indépendant de À. Donc 


(7) 


,(z, À) wi(z, À; 20) 


et, de plus, cette représentation asymptotique est double. Plus 
exactement, elle est valable si 

a) À—> +oo uniformément en z € D; 

b) z— œ de telle sorte que Re S (2,4, z) —> + uniformément 
en À > Ào > 0. 

De façon analogue, il existe une solution w., telle que 


Wa (2, À) =w(2, À 3 20) [1 + À "tp (2, À)], 


(8) 
| P2 (2; À) | < E2 (2). 
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La représentation asymptotique w, — w, est double ; elle est valable 
si 

a) À +o uniformément en z € DE; 

b) z—> oc de telle sorte que Re $S (2,, z) — —co uniformément 
en À > > 0. 

Des représentations asymptotiques doubles analogues sont vala- 
bles pour toutes les dérivées par rapport à z et à À. 

Si À > Ào > 1, (w,, w:) est un système fondamental de solu- 
tions. Ceci étant, w, (2) — O0 (resp. w, (2) —— oo) lorsque z — ©, 
Re S (20, Z2) —— +o (resp. Re S (z,, z) > —) et w, (z) — O (resp. 
Was (2) —+ co) lorsque z— ©, Re S (2,, 2) —— —o (resp. Re S (2, 
zZ)— —+— ©). 

Signalons un cas particulier important. Supposons que D est 
un domaine canonique et que toutes les coupures dans Î{S (D)] sont 
orientées dans le même sens, vers le bas pour fixer les idées. Alors 


lim (2, À) =0, j=1,2, 
ED 


se, 


si Im S (24, 2) —— +o ou | Re S (z,, z) | — © uniformément en 
À > À, Où Ào > 0 est arbitraire mais fixe. 


2.3. Domaines maximaux de validité de la représentation asympto- 
tique WKB. Soient D, un domaine de type demi-plan, 2, € 0D, 
un point de retour, la détermination de la fonction S (z,, z) dans 
D, étant choisie de telle sorte que Re S >> 0 pour z € D. L'’équation 
(1) admet une solution w&, telle que 


_U (z, À) = L, (z, À; )(1+0(4"!)] (9) 


lorsque & — oo uniformément en z2 6€ D,,. Le domaine D,, est le 
domaine D, privé des voisinages des points de retour frontières. Par 
ailleurs, w, 0 pour z2E€ D,, z— co, pour chaque À > 0 fixe. 
Posons le problème suivant: trouver le plus grand domaine D du 
plan de z complexe dans lequel est valable le développement asymp- 
totique (9). 


Exemples. 1. Supposons que q (z) = z et que D, est le domaine 
| Arg z | << x/2. Du point de retour z — 0 partent trois lignes de 
Stokes 1, l, et l,: les rayons Arg z = -Æn/3 et Arg z — n. Soit D 
le plan de z complexe muni d’une coupure le long de /,; la fonction 
S (0, z) = (2/3) °°, Vx > 0 pour x > 0, envoie bijectivement D 
dans un domaine composé de trois demi-plans. Donc pour chaque 
point z € D il existe un chemin canonique y* (z) qui finit dans le 
domaine D, et Re S + + le long de y* (z). Supposons que D, 
est le domaine D privé d’un e-voisinage de la coupure le long de L.. 
La représentation asymptotique (Ÿ) est alors valable dans D, en 
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vertu du théorème du $ 2. Ceci étant, e >> O peut être choisi aussi 
petit que l’on veut mais indépendant de À. 

La représentation asymptotique (9) n'est valable dans aucun 
autre domaine plus grand. En effet, supposons que l’on puisse « gom- 
mer » une partie de la coupure L,, c’est-à-dire ajouter à D, un e-voi- 


sinage d’un segment de la forme Î{x,, x,l, x; << 0. La fonction w, 
présente un point de branchement z — 0, donc n’est pas univalente 


dans le domaine D,, tandis que la solution w, est une fonction uni- 


valente. Remarquons aussi que D, ne satisfait pas les hypothèses 
du théorème du $ 2, puisqu'il 
n'existe de chemin canonique y* (2) 
pour aucun point z situé sur l’un 
des bords de la coupure L.. 


2. Supposons que g(z) — z", 

n > 2 est un entier; alors : — 
est un point de retour multiple. 
Soit D, le domaine |Argz | < 
<< an + 2). Le chemin canoni- 
que y*(z) existe alors pour tout 
Fig. 11 point z contenu dans le domaine 
D: |Argz|< S3n/(n + 2) et il 
n existe pas pour les points situés sur 0D. La représentation asymp- 
totique (9) est valable dans le domaine D, déduit de D par extrac- 
tion d’un e-voisinage de 0D. La solution w, s'exprime par l’intermé- 
diaire des fonctions de Bessel dont les représentations asymptotiques 

entraînent la maximalité du domaine D.. 


3. Supposons que gq (z) — z° — 1, et que D est le domaine I | 
U ITU III (cf. fig. 3). Pour tout point z € D (resp. z € 0D) il existe 
(resp. il n'existe pas) un chemin canonique y* (z), et la représenta- 
tion asymptotique (9) est valable dans D,. La maximalité du do- 
maine D, résulte des représentations asymptotiques connues des 
fonctions de Weber. 


Supposons que q (z) 5 const est un polynôme tel que 

1) tous ses zéros sont simples; 

2) l'équation (2) ne possède pas de lignes de Stokes finies. 

Construisons le plus grand domaine de validité de la repré- 
sentation asymptotique (9). En vertu de 2) le bord 9D, est composé 
de deux lignes de Stokes: !, et L,, et du point de retour z, € 0D, 
est issue encore une ligne de Stokes, l.. Faisons une coupure le long 
de /, et retirons son e-voisinage du plan complexe. Si q (2) est une 
fonction linéaire, le domaine D, obtenu est maximal (exemple {). 
Dans le cas contraire, D, est contigu à un domaine D, de type bande 
(fig. 11) et 6D, contient une composante connexe, composée de lignes 
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de Stokes /, et L, et d'un point de,retour z,. Du point z, est issue une 
autre ligne de Stokes, L,; retirons son &e-voisinage du plan complexe. 
Si q (z) est du second degré, le domaine D, obtenu est maximal, 
dans le cas contraire il faut poursuivre cette procédure. À chaque 
pas, la coupure est effectuée le long de la ligne de Stokes qui n’ap- 
partient pas au dernier domaine ajouté (de type demi-plan ou bande). 
Soient remplies les conditions 1) et 2). Le domaine maximal D, 
de validité de la représentation asymptotique (9) est le plan complexe 
tout entier privé des voisinages de certaines lignes de Stokes. 
Ceci étant, € >> O peut être choisi aussi petit que l’on veut mais 
indépendant de À. Il est plus commode de s'exprimer ainsi: D est 
un plan muni d’une coupure le long d’une ligne de Stokes. La cou- 
pure s'effectue le long de l’une des trois lignes de Stokes issues de 
chaque point de retour (cf. fig. 11). L’alsorithme de construction du 
domaine D est indiqué ci-dessus. Dans ce cas l’adhérence [D] coïncide 
avec le plan de z complexe tout entier. Si l’une des conditions 1) ou 
2) n’est pas satisfaite, C, X(D] est un domaine (exemples 2 et 3). 
Indiquons les propriétés de la solution w, (2, À) pour À > 1 fixe. 


1. Comportement de la solution w, lorsque z —— —+00. Par construc- 
tion, ReS (2,4, 2) <<0 pour z26 D, 0D,. Soient D, ÆD, un 
domaine de type demi-plan et S un secteur contenu dans D,. Alors 
Re S (29, 2) > —o pour 326€ S, z—+ oo, de sorte que 


U,(:, À) oo, :—%, 2€S. 


Donc, lorsque z — co, la solution w, décroît exponentiellement dans 
le domaine D, et croît exponentiellement dans tous les autres domai- 
nes de type demi-plan. 


2. Zéros de la solution w,. De la formule (9) il s'ensuit que «', 
ne possède pas de zéro dans le domaine maximal D de validité de la 
représentation asymptotique. Cette solution admet une infinité de 
zéros au voisinage de chaque ligne de Stokes suivant laquelle a été 
effectuée la coupure. 


2.4. La solution w, du point de vue de la théorie des fonctions entiè- 
res. Supposons que 


g(z)=00"+az" + ...+a, Rea>0,n>1. 


La solution w, est alors une fonction entière à croissance complète- 
ment régulière, d'ordre de croissance r/2 + 1 et de type 2A la, |[/(r +2). 

La solution w, dépend des paramètres À, ay, @j, ..., an. Si 
À >> 0 est fixe, la solution w, est une fonction holomorphe de a, 
dans le domaine Re a, > 0 et une fonction entière des variables 


2; Œj CCE | An: 
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2.5. Développements asymptotiques des solutions. Soient D un do- 
maine canonique, #. et w. des solutions de la forme (7) et (8). Lorsque 
À— Loo, 3 € DE f\ DE, on a alors les développements asymptoti- 
ques 


w,(3, À) = qg4(z) exp {— AS (2, 2)} X 


X exp {— D (—à)"" | ax (t) dt} ) 
k=-1 v+ (2) 10) 
Wo(3, À) = qgl/3(z)exp {ÀS (20, 2)} X 


X exp {— 2 17° } an (t) dt} . 


Les fonctions «4, (z) sont accessibles au chap. II, $ 3. Le premier 
(resp. le second) développement asymptotique reste en vigueur lors- 
que 2€ D, z—+ ©, de telle sorte que Re S (2,, z) — oc (resp. 
— oc). Ces deux développements peuvent être dérivés par rapport 
à z et à À autant de fois qu'on le veut. 

Le développement asymptotique de &, peut encore être mis sous 
la forme 


u (= À: 2) [1 + ta, @| 


Rk=1 


où les ax (z) se déterminent à partir des relations 


h-:-1 


1+ D Aa, ()=exp{— (— À)" | ax (#) dt}, 
k=—1 y (2) 


l'égalité étant comprise au sens d'une égalité des séries entières 
formelles de À”!. Pour À > À, >» 1, zE D£ on a l'estimation 
x 
»1 (5 À  _ a 
RER 1 Xe 9] <C A+ DS, 


* (=, ?, : 20) k--1 
œx = (N +1) (n/2 +1), 


où N > À est arbitraire, n est le degré du polynôme gq (2). Les fonc- 
tions a, (z) sont holomorphes dans D et a, (2) = O (z2-*tr/2+1)) 
lorsque z + co, z € D. On a des majorations analogues pour la solu- 
tion w, et pour les dérivées de w, et de w.. 


2.6. Systèmes fondamentaux élémentaires de solutions. Soient D un 
domaine canonique, L une ligne de Stokes contenue dans D, z € L 
un point de retour (l’origine de L). Tout système fondamental élémen- . 
taire de solutions (u (z), v (z)) est défini de façon unique par la donnée 
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du triplet (4, zo, D). Choisissons la détermination de la fonction 
S (zo, z) dans le domaine D de telle sorte que 


Im S (2, z2)>0, z€ 1. (11) 
Les solutions u et v admettent les représentations asymptotiques 


u(z) = cg" V8 (z) exp {ÀS (z, z)}, 


12 
v () æ cgr#/4 (2) exp {—AS (co 2)}, (2) 
où c est une constante de normalisation : 
lc = 1, lim Argfcg #/1(:)] = 0. (13) 
Z—20, 2€ l 


Les formules asymptotiques (12) sont valables pour w (resp. cv) lorsque 
z—+ oo à À >> 0 fixe dans le domaine D, de telle sorte que 
Re S (25, Z) + + (resp. —). Les solutions u et v sont par cons- 
truction proportionnelles aux solutions w, et w, du n° 2.2 et sont 
définies de façon unique par leurs représentations asymptotiques (par 
rapport à :). Signalons que Re S (25, z) > 0 (resp. <<0) à droite 
(resp. à gauche) de ! au voisinage de |. 


3. Matrices de passage. Il existe quatre types de matrices de pas- 
sage appelées matrices élémentaires. 

1) (1, z,, D) — (1, z:, D): seul change le sens de la ligne de 
Stokes / ; ce passage n’est possible que pour une ligne de Stokes finie. 

2) (l, 1, D) —+ (L, 2, D) et de plus les rayons S (Z,) et S (1) 
sont de même sens. 

3) (1, Zo Di) —+ (EL, zo, D): seul change le domaine canonique. 

&) (Li, Zos Di) — (ls, Z9s D), où L, et /, sont des lignes de Stokes 
voisines issues d’un même point de retour. 

Toute matrice de passage (l,, z,, D,)— (L, 3:, D.) d'un système 
fondamental élémentaire à un autre est le produit d’un nombre fini 
de matrices de passage élémentaires. 


3.1. Matrice de passage (l, z,, D) —+ (I, z:, D). Cette matrice 


est de la forme 
O e-ià 
2e] 0 0 | q9 
a—=1|S(z, 2)l, eife—c,/c;. 
3.2. Matrice de passage (l;, z,, D)—- (l:, z, D). Supposons que 


les rayons S (/,) et S (L.) sont de même sens et que L, est située à 
8—01011 
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gauche de !,. Alors 
. [ex 0 ; 
(2 — eiPo | 0 ae | , (15) 
a = S (2, 2), Rea>0, eite — c,fci. 
Les formules (14) et (15) sont exactes. 


3.3. Matrice de passage (Il, z,, D,) — (l, z,, D:). Seul change le 
domaine canonique contenant /. Par exemple (cf. fig. 3, q — 1 — z*), 
pour D, on peut prendre la réunion des domaines I, IT et III (et des 
lignes de Stokes correspondantes), pour D., la réunion des domaines 
I, IT et IV. 

Supposons que D est une composante connexe de D, f} D, con- 
tenant /. Alors S (D) est la bande —a_ << Re S << a; à coupures 
verticales, as > 0. On a 


or O2 | 
_ Oo: 1+ ne J' 


W2 = O(exp{—2À (a; —E)}, we = O(exp{—2À (a_—e)}), 
ni =0(Xt), N22 = O (A°*), 


où € > 0 est arbitraire. Si a_ — —+oo, alors M1, = &:, = 0; si 
a+ — oo, alors wis — M22 = (0. 


(16) 


Remarque. De (16) il s'ensuit que si l’on a besoin de calculer les 
matrices de passage seulement avec une précision d'ordre © (À”t), 
il suffit d'indiquer un couple (!, z,) et de ne pas se préoccuper du choix 
du domaine canonique. 


Donnons le développement asymptotique des éléments w,, (À) 
et &2 (à). Supposons que L, est un contour infini qui commence dans 
le domaine D, là où Re S$ — — et qui finit dans le domaine D, 
là où Re S —— —o ; /, se définit de la même manière en changeant S 
par —S. Alors 


O}; = exp{> A * | ay (2) d:} , j—1, 2. (17) 


ki l 
Les contours L, et !, sont représentés sur la figure 3. 


3.4. Matrice de passage (l,, zo, D) — (l2, Zo, D). Supposons que 
z, est un point de retour d'ordre n, les lignes de Stokes L, et /, sont 
issues de z, et l, est située à gauche de /,. Alors 


ec irn 0 1 4 
(2 = exp {— 2n+2) , Di sin an ]+28 ). (18) 
2(n +2) 
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On ne connaît pas d'estimation plus exacte du résidu de w.: (À) 
lorsque n > 1. Si z, est un point de retour simple, on a 


_ fo 1 
Qme-imr | , [+00 (19) 


Pour établir le développement asymptotique des matrices de pas- 
sage, il est nécessaire de préciser le choix des domaines canoniques. 
Soient z, un point de retour simple, /,, /, et L, des lignes de Stokes 
d’origine z,, Ly+1 est située à gauche de l; (les indices sont pris mo- 
dulo 3). Choisissons les domaines canoniques D ; de telle sorte que la 
partie de D ; qui est située à gauche de /; soit confondue avec la partie 
de D}, qui se trouve à droite 
de l;4, et désignons par Q;,;}, la / 
matrice de passage (L;, z, Dj) —+— ! 

— (l;41, 20 Dj+1). De tels domaines 
et les systèmes fondamentaux élé- 


mentaires de solutions seront dits l, 
compatibles. Alors 
0 @;j,j+1 
@ — e7ix/6 | . ” | ’ / Y 
J, Ji Â iQ j+1, j+2 3 12 
(20) Fig. 12 


Lird23@ 1 = À, 


ce qui résulte de l'identité Q.,,Q,,0,, — 7. On a le développement 
asymptotique 


Œ;j, j+1 (À) — exp {> (—À)"* | (s 47 (£) dt}. (21) 

k=1 Vj, Jet 
Le contour infini Y;,;+, est situé dans D, D;4,, débute en D, 
là où Re S$ —+ + et s'achève en D; là où Re S$ — —c. La déter 


mination de Ÿ q (z) est choisie comme pour le système fondamental 
de solutions (u;, v;). La figure 12 représente le contour y,2. 

Soient z, un point de retour d'ordre nr, @,;4, la matrice de passage 
(L;, Zo» D ;) > (lj+1s Zo» D ;#1). Alors 


Q : inn 0 @j,j+1 
me Sp{— Es) 1 B.j+ 


et &j, +, sont justiciables de la formule (21). 


3.5. Polynômes à coefficients réels. Dans ce cas les points de retour 
et les lignes de Stokes de l'équation (2) jouissent de nombreuses 
propriétés supplémentaires. On rappelle que WM* est l’ensemble 
symétrique de M par rapport à l'axe réel. 


g®* 
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1. Les points de retour et les lignes de Stokes sont symétriques 
par rapport à l’axe réel. 

2. Si zx, et x. sont des points de retour réels, q (x) < 0 pour 
z El = (x, x), alors L est une ligne de Stokes. Dans (14), ®, = 0. 

3. Soient x, un point de retour réel simple, L,, L, et /. des lignes 
de Stokes d’origine x,. Alors l’une des lignes de Stokes ({, pour fixer 
les idées) est un intervalle de l’axe réel, !, — !f et la ligne Z,Xx 
est située dans le demi-plan su- 
périeur Im z >> (. Les lignes Lx 
et Z, x, ne rencontrent pas l’axe 
réel. 

4. Supposons que zx, et x, sont 
des points de retour réels simples, 
To L'In 4(x) LO pour r2Lr< 
<< x,. Désignons par L,, L, les lignes 
de Stokes issues des points zx, et x 
et situées dans le demi-plan supé- 
rieur. Alors @, = —17/6 dans (15). 

9. Supposons que la ligne de Stokes ! coupe l'axe réel en 2,, 
q (to) 0. Alors { est une ligne de Stokes finie, L — [* (fig. 13), 
q (2) = (2° — a) (2° + b*) (2° L ©), à, b, c > 0. 

6. Soient x, un point de retour réel simple, q (x) > 0 pour 


z > x, Choisissons la détermination de Va (x) > 0 pour z > x,; 


Fig. 13 


alors S(xzs, x) — (Vat dt>0 pour x > xs, S (z0, +0) = 


Xo 
— 00. Donc le demi-axe x > x, coupe le domaine D, de type demi- 
plan. Supposons que Let [* sont des lignes de Stokes issues du point x, 
et situées respectivement dans les demi-plans Im z > 0 et Im z < 0. 
Il existe un domaine D tel que la fonction S$ est à un feuillet dans D, 


D3(x, + oo), DS5D,, D—=D*, 9D3SIi *, 


et'S.(D) est le demi-plan Re S => O0 muni d’un nombre fini de coupu- 
res verticales. 

7. Supposons que g (x) << Q sur l’axe réel R. Alors R est contenu 
dans un domaine D de type bande, D — D*. En effet, supposons 
que Va(x)=i]Va(x)|;la fonction S (0, x) envoie alors bijective- 
ment R dans l’axe imaginaire. 

8. Soient q (21) = q (x2) = 0, x << Ze, q (x) > 0 pour x, << x < 
< z,. Désignons par /, et Z, les lignes de Stokes issues des points x, 
et x. et contenues dans le demi-plan Im z >> 0. Il existe alors un 
domaine D tel que 9D = L,{J L,, D — D*, la fonction S$ est à un 
feuillet dans D et S (D) est une bande de la formea < Re S<b 
munie d’un nombre fini de coupures verticales. 
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9. Soit q (xs) = 0, q (x) << 0 pour z > x,. Le rayon L = (xs, +00) 
est alors une ligne de Stokes. Il existe un domaine canonique D tel 
que D = 1, D — D* et toutes les coupures frontières du domaine 
S (D) sont dirigées dans le sens inverse de celui de S (1) (fig. 14). 

La réalité du polynôme gq (x) permet de préciser certaines formules 
pour les matrices de passage. 

10. Soient x, un point de re- 
tour réel simple, g (x) > 0 pour 
To LT LbL +oco. Numérotons 4 
les lignes de Stokes L,, l, et L. 
issues de zx, de telle sorte que /, — NA 
= (a, x), Imz>0 sur, et Li. — Ç 
— !{. Choisissons les domaines | 
canoniques D ,, D, et D. de telle 


sorte que 
D,=D5, D;:= Di, 
D, _ Los D, — (Zs, b), Fig. 14 


et considérons les systèmes fonda- 
mentaux élémentaires de solutions (u;, v;) associés à (L;, xs, Dj), 
j = 0, 1, 1”. Si l’on adopte les notations de (20), on obtient alors 


i10X0 1” = 1, lil = 1. (22) 
11. Supposons que b — + dans les conditions du n° 10. Alors 
au=exp{ D A4 | os) a}, 
k=—1 l11 
où le contour /;,. est représenté sur la figure 15. La détermination 


Fig. 15 


de la fonction Vg (z) est choisie de telle sorte que V aq (z) = 
= i| Ÿq (c) | sur l'intersection du contour avec l'axe réel. 
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12. Supposons que les conditions du n° 11 sont satisfaites et que 
w, est une solution réelle de l'équation (2) telle que uw, (+, À) — 
= (0. Alors 


wi(z, À) = cg /4(z)exp{—2S (xs, x)}, À —+ + oo, 


où cest une constante réelle, V q (x) > 0, Ya (x) >> 0 pour x > xs. 
Formellement on peut déterminer la représentation asymptotique de 
w, sur la ligne de Stokes ! — (a, x,) de la manière suivante. 

En prolongeant analytiquement cette représentation asymptoti- 
que du demi-axe x > x, à l,, en contournant le point de retour x 
par en haut (resp. par en bas), on 
obtient les valeurs de wi (resp. wi). 
Les chemins suivant lesquels a 
lieu le prolongement sont indiqués 
sur la figure 15. La représentation 
asymptotique de la solution w, est 
alors égale à 


—, wife, À)= + ui (x, À) + wi (x, AI. 


Cette formule est facile à retenir. 
13. Supposons que q (x) est une 
fonction à valeurs réelles, x, << x, 
q (ti) =g (x2) =0 et q (x) >0 pour 
Z,<Lz<<Lz. Soient zx, et x. des 
points de retour simples; du 
Fic. 16 point zx, sont alors issues trois 
8 lignes de Stokes: L,, L et L*, du 
point z,, trois lignes de Stokes: 
l,, D et L, (fig. 16). Ici Im z > 0 pour zE/,,z€ l, et les lignes de 
Stokes [, et !, sont des intervalles de l'axe réel. Introduisons les sys- 
tèmes fondamentaux élémentaires de solutions (u;, v;) associés aux 
triplets (L;, x;, D), 0 j << 3, où x; = x, ou x; = x, selon que l’un 
ou l’autre de ces points de retour est extrémité de la ligne de Stokes /;, 
et (u;., v;:), j = 1, 2, associés aux triplets (15, x;, D;). Choisissons les 
domaines canoniques de telle sorte que D, = DS, D; — D3, si 
bien que 


l lb 


U(z, A =u(z, À), (2, À) æu,(z, À). 


Les autres domaines canoniques seront pris compatibles (n° 3.4), de 
sorte que, en particulier, on aura l'identité @ss%22%23 = 1. Il 
existe un domaine D dont la frontière contient les lignes de Stokes l, 
If, L, et [5 et qui est envoyé bijectivement par la fonction S dans la 
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bande a << Re S << b munie d’un nombre fini de coupures verticales 
et de plus D — D*. Posons 


D,=D UDUDEULUR, D, =D,, 
D:=DSUDUD3URURE, Di=D:, 
où Dÿ =D;,f {Im z = 0}. Alors [59] 
[ass |= (+86) 2, |@22 | = (1 + 6)1/2, 
(CU = A1@2"3, Im (0/32) = 0, (23) 


X= 


ô—e-2114+O0(À-1)], = | V a) dr > 0. 


L'intérêt de ces formules réside dans le fait que les valeurs des mo- 
dules de ces fonctions sont données avec une précision exponentielle, 
alors que les valeurs &11: (À) et &@»2- (À) ne sont calculées qu’à À-* 
près pour tout V. En effet, 


NEUNI 
@z2 (À) = @u (À), es (À) = &2 (À). 
De l'identité 
2 (À) = [(G0Gd21S232) TT! 
il vient 
Wie [—(@irimes) + aie 25], oi = eau. Ù 
Do — ekia.!, Op = eh G3, 
ce qui nous conduit aux relations 
Gi = Goes 1H Ô— | Go. [?, 
Ô—e-?Ma (as) !. 
On s’est servi ici de l'identité @3o@22-%2r3 — 1. La quantité 6 est 
donc réelle et 
Im (10/32) =0, [as |— V 1 + Geivs ; 


on établit de façon analogue les autres relations (23). 


4. Dépendance arbitraire des coefficients par rapport au paramètre. 
Considérons l'équation 


w”—Q(z, À)w = 0, 


24 
Q(z, À) = 2, an-(à)27, &(Àà) O0, (44) 
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où az (À) sont des fonctions continues de À pour À > À, > 0. Dans 
ce cas, les points de retour et les lignes de Stokes de l'équation 
dépendent de À. Supposons satisfaites les conditions: 

1) Tous les zéros z, (À), . . ., z, (À) du polynôme Q sont simples 
pour À > À. 

2) Il existe une fonction V (à) > 0, N (+ co) — + © telle que 
les disques 


OA): 12-22 (À) 1 10: (ZA), à) SN (À) 


ne se coupent pas pour À > À. 
Introduisons les notations 
z 


S (2 À; 2) | VOG, Pt, 


Ze 
WU, 2(2, À; zo) —Q"V4(z, À) exp{+S(z, À; 2)}. 
Soit D, (À) un domaine canonique 


D()=D NX Ù, 0, à). 


Pour À> À, > 1 l'équation (24) admet des solutions w, et w, 
telles que 


Hi 4 <4, (2) N-3/2 (à), 

D; (3, À ; 20) 

| D; (z, À) 
QU2(:, Mw;(z, À; 2) 


où j = 1, 2; le signe plus est pris pour j = 1 ; lorsque z—> æiz € 
€ D (), 4, (2) +0 si Re S—+ + 0 et 4, (2) — 0 si Re S—> —\oo. 
En particulier, 


(25) 
+1 < A;(:)N-3/2(à), 


w;(z, À) — w(z, À; Zo), À —+ + oo 


uniformément en z € D (À). 

La formule (19) reste valable pour les matrices de passage à ceci 
près qu’il faut remplacer les résidus d'ordre © (À!) par des résidus 
d'ordre O (N-%/= (à)). 

Exemple. Soient q (z) un polynôme de degré n > 2, Q (z, À) — 
= (2) — À. On peut alors poser V (à) — A!/3-%/35, où & >> 0 est 
arbitraire et les résidus de (25) seront d’ordre O (A-!/?*e). 


9. Paramètres auxiliaires. Considérons l'équation 
uw" —}2q(z, w) w—0, 
g(z, &)—=æ&(o)z"+a (0) z"1+ ... + a, (w), (26) 
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où À > 0 est un grand paramètre, w un paramètre complexe, a; (w) 
des polynômes, as (w) = 0. Etudions l’uniformité des formules 
asymptotiques par rapport au paramètre «w. Posons 


a 


S'(a, b; w) — | Vq(c, ©) dz. (27) 


b 


5.1. Graphes de Stokes. On appelle graphe de Stokes O (w;) la 
réunion de toutes les lignes de Stokes de l'équation (26) pour & — @+. 
Deux graphes ® (w,) et O (w.) sont dits équivalents s'il existe un 
homéomorphisme œ:® (w;)—> ® (w.) qui transforme les points de 
retour en points de retour. Une valeur du paramètre w, est dite 
régulière s'il existe un voisinage U 3 w, tel que tous les graphes de 
Stokes O (w), w € U, sont équivalents, et singulière dans le cas con- 
traire. Décrivons l’ensemble 7 de tous les points singuliers w. On a 


qg(z, &)—ao(w)(2—bi(o)} ... (2— 0, (&))"r, 


où n;> 1 sont des entiers, n,+ ... + nr, = n, b; (w), des fonctions 
algébriques. Soient 7, l’ensemble de tous les zéros du coefficient 
ao (&), Z, l’ensemble de toutes les valeurs de w telles que b; (w) — 
= b, (6), j Æ l, 1: l’ensemble de toutes les valeurs de w telles que 


Re S'(b;(w), bi(w), w) = 0 (28) 


pour certains }j, !, j # l. Ces définitions ne dépendent pas du choix 
des déterminations b;(w). Donc 7 = 7, {J 1, U 7;:; l'ensemble 17 
est fermé. Les ensembles J, et 7, sont composés d’un nombre fini de 
points, l’ensemble 7,, d'un nombre fini de courbes analytiques 
appelées singulières. 

On rappelle que les composantes connexes d’un graphe de Stokes 
s'appellent complexes de Stokes. Un complexe de Stokes est dit simple 
(resp. multiple) s'il contient un seul (resp. au moins deux) point(s) 
de retour. Si w, € Ls, il existe une ligne de Stokes finie reliant les 
points b; (w) et b; (w), de sorte qu'il existe un complexe multiple de 
Stokes. Ces complexes jouent un rôle fondamental dans les pro- 
blèmes aux valeurs propres ($ 5). 


Exemples. 1. q — — z* + w (oscillateur harmonique). L'ensem- 
ble Z, est vide, l’ensemble 7, est composé du seul point & — 0, 
l’ensemble 7, est la droite Im w = (0. 

2. q = — 3 (2 — w)° (l'équation (26) décrit des ondes de densité 
linéaires dans la galaxie spiralée). L'ensemble J, est vide, l'ensem- 
ble 7, est composé du seul point w — 0, l’ensemble 7, est la réunion 
de quatre rayons Im w°/° — 0. 

3. q = — a (w) (z — b, (w))" (2 — b, (w)), où a, b, et b, sont 
des polynômes. L'ensemble 7, est celui des racines de l'équation 
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a (w) = 0, Z,, celui des racines de l'équation b, (w) — b: (w), Z3, 
l'ensemble défini par l'équation 


Re [ein/2 (a (w))1/2 (b, (u) —b, (w)}r#":+2)2] = 0. 


4. q = ei9ez" — w. L'ensemble 7, est vide, l’ensemble 7, est 
composé du point w — 0, 73, des rayons Arg w — + tels que 


D — Po + 2 & + j)n/n = nl, 


où j, 4 et ! sont des entiers, À Æ j, 0< j, k< n — 1. 

5. q — &*p (2), p (z) est un polynôme, z,, . .., z, tous ses zéros 
distincts. L'ensemble 7, est composé du seul point w — 0, 7, est 
vide et 7, est constitué d'un nombre fini de rayons Argw — + tels que 


- 
C2 


Re (eiv ( V pt) àt) =0 


z 
pour certains j,k, j Æk. 

L'ensemble des points réguliers de CI est composé d’un nom- 
bre fini de composantes connexes (de domaines). Soient w, et w: 
des valeurs régulières situées sur la même composante connexe Q, y 
une courbe simple reliant les points w, et w, et contenue dans (2. 
Si D (w,) est un domaine canonique pour © —= w,, le mouvement de w 
le long de y engendre une famille de domaines canoniques équiva- 
lents {D (w)} qui dépendent continüment du paramètre w. 


9.2. Analyticité des représentations asymptotiques WKB par rap- 
port au paramètre. Soient w, une valeur régulière, D (w,) un domaine 
canonique, @ = w, le domaine maximal de points réguliers. Posons 


wi. 2(2, À, ©; Z)=gqg""/*(2, w)exp{+F AS (2, z, w)}. 


Pour À > 1 il existe dans le domaine D (w,) un système fondamental 
de solutions de la forme (7) et (8): 


w;(z, À, ©) w(z À, ©: 2%), À = 1, 2, (29) 


pour & — &w,. Supposons que contient une courbe y reliant les 
points w, et w,. Prolongeons analytiquement les solutions w, et les 


approximations WKB w; le long de y (par rapport au paramètre w). 
La formule (29) reste alors en vigueur lorsque À—+ + oo, z € D (w), 
pour tout w € y. En particulier, les fonctions des deux membres de 
(29) sont analytiques dans le domaine Q. Si X& Q est un compact, la 
représentation asymptotique des solutions est uniforme en & € X. 
Ceci vaut également pour les approximations d'ordre supérieur (10). 
Tous ces développements asymptotiques peuvent être dérivés autant 
de fois qu'on le veut par rapport à z, À et w. Les formules respectives 
pour les matrices de passage restent aussi en vigueur. 
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Soient w, un point singulier, y 3 ©, une courbe dont tous les 
points sont réguliers à l'exception de w, et {D (w)} une famille 
continue de domaines canoniques (w € y, ©  w,). Le domaine 
limite D (w,) est alors canonique. Mais les graphes de Stokes O (w), 
© Æ &o, et D (w,) peuvent ne pas être équivalents et la formule (29) 
peut ne pas convenir pour @ — &,. Il existe un cas particulier im- 
portant où la formule (29) reste en vigueur. Soient Z une courbe 
singulière ne contenant pas de points de type J, et Z,, et Q@,, QG, les 
composantes connexes de l'ensemble des points réguliers, conti- 
guës à L. La relation (29) est alors valable par prolongement analyti- 
que le long de toute courbe y contenue dans Q, [J LI Q.. 

Tous les résultats formulés ci-dessus restent en vigueur si les 
coefficients as (w), - .., an (w) sont holomorphes dans l'adhéren- 
ce [G] d’un domaine borné du plan de w complexe. Par ailleurs, ils 
s'étendent de façon évidente au cas de plusieurs paramètres: w& — 
— (w.,  . O h.)- 


$ 4. Equations à coefficients entiers et méromorphes 


1. Equations à coefficients entiers. Considérons l'équation 
w" — À°q (z)w = 0, (1) 


où gq (z) est une fonction entière, À > 0 un grand paramètre. Toute 
solution de l’équation (1) est une fonction entière de z. Les résultats 
cités dans le $ 3 pour les polynômes gq (z) s'étendent à ce cas à quel- 
ques exceptions près. Mettons en évidence la différence fondamentale 
qui existe entre les polynômes et les fonctions transcendantes entières 
du point de vue de l’approximation WKB. Soit / une ligne de niveau 
semi-cubique Re S (z,, z) — 0 (ou Im S (2,, z) — 0) d’origine 24. 
Si q (z) est un polynôme, alors 


1= | le(s) 1 141< 00. 


l 


Si g (z) est une fonction entière, cette intégrale peut être divergente. 
Si par exemple gq (x) est une fonction réelle périodique ou quasi 
périodique et | g (x) [> 8 > 0 sur l’axe réel, alors L = [0, oo est 
la ligne de niveau Im S (0, x) — 0, 7 — © (g=£ const). Autre 
exemple : z — œ est un point de retour d'ordre infini (g (z) = e“, 
| — |] — o, 0], 7? — oc). Les représentations asymptotiques WKB 
ne conviennent pas dans ces deux exemples. 

Le domaine canonique D se définit comme au $ 3, n° 1, à ceci 
près que [S (D)] est susceptible de contenir une infinité de coupures 


verticales. On définit de façon exactement analogue les domaines D* 
ct D,, mais les dimensions des e-voisinages varient d'une coupure 
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à l’autre (si ces coupures sont en nombre infini et s'accumulent). 
Supposons que D est un domaine canonique et soient satisfaites les 
conditions ($ 2, (16)) 


sup p* (2) << 00. (2) 

:€D, 
L'équation (1) admet alors les solutions w, (z, À) et w, (z, À) pour. 
lesquelles sont valables les formules (7), (8) du $ 3 pour z € DE (resp. 
zE D3), AZ ko. Les notions de système fondamental élémentaire 
de solutions, de matrices de passage et toutes les formules (à À”! 
près) relatives à ces matrices restent en vigueur. Si la condition (2) 
est remplacée par la condition 


sup (| La (t)|ldt|, À L'on (4) | [dti}<oo, k=1,2, ..., (3) 
:€D, Ÿz 


v+ 


alors les solutions w, et w. sont justiciables des développements 
asymptotiques (10) du $ 3. Tous les autres résultats du $ 3 (hormis 
les n° 4, 5 et 6) restent valables si la condition (3) est satisfaite dans 
les domaines canoniques respectifs. 


2. q (z) est une fonction méromorphe. Dans ce cas les solutions de 
l'équation (1) sont généralement des fonctions multivalentes, les 
points singuliers de l'équation sont les points de branchement des 
solutions. 

Classons les points singuliers de l'équation (1) comme au $ 1, 
n° 2.2. Supposons que gq (2) est rationnelle. 


2.1. Equation sans points singuliers réguliers. Dans ce cas [O] — 
— ® (0 est un graphe de Stokes) et les lignes de Stokes subdivisent 
le plan complexe en un nombre fini de domaines de type demi- 
plan et bande ($ 1). Ces domaines et les domaines canoniques cons- 
truits avec eux sont simplement connexes, de sorte que les solutions 
de (1) sont des fonctions univalentes dans chacun d’eux. Tous les 
résultats du $ 3 sont valables pour ce cas. 

Le développement asymptotique des matrices de passage peut 
être appliqué au calcul de la représentation asymptotique des géné- 


ratrices du groupe de monodromie de l'équation (1) lorsque 
À — + oo. 


Exemple. L'équation 


2 — 1 


23 


w" — }? w — 0 

présente deux points singuliers irréguliers z — 0 et z — . Fixons 
un point a 0, et un système fondamental de solutions (w, (2), 
Wa (2)) holomorphe en a et prolongeons analytiquement ce système 
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le long d’une courbe fermée simple y contenant le point z = 0 
à l’intérieur. On obtient alors un système fondamental (w, (2), w, (z)) 


holomorphe en a et 
E (2) = U (à) Es "n 
Lo (3) _ Ws (2) J? 


où U (À) est une matrice d'ordre 2. Dans cet exemple le groupe de 
monodromie G de l’équation admet une seule génératrice U et est 
composé de matrices U", nr — 0, +1, +2, . .. On rappelle que les 
groupes de monodromie associés 
aux divers systèmes fondamentaux 
de solutions donnés en a sont sem- 
blables (chap. I, $ 2). 

Introduisons trois systèmes fon- 
damentaux élémentaires de solu- 
tions Ge v;) associés aux triplets 
(L, Zjs D), où 2] = — 4, Zo — 
— 23 = À (les lignes de Stokes sont Fig. 17 
représentées sur la figure 17). 

Passons du système fondamental (u,, v;) à (u., v.), ensuite à (u, 


v.) et enfin de nouveau à (u,, v,) (fig. 17); la matrice de passage 
obtenue 


U- 9,0, 


est la génératrice cherchée du groupe de monodromie. On a ($ 3, 
(15), (20)) 


[—i+Out) 1 a fe“ 0 
CS PAPY EE  EE | 


ce [et 0 
dE 0 um | 


où c; sont des constantes de normalisation ($ 3), 


a= | Va, Rea;>0, j=1, 2. 


Ÿ]j 


Le contour y, relie les points —1 et 1 et est contenu dans le demi- 
plan supérieur, le contour y. relie les points 1 et —1 et est situé dans 
le demi-plan inférieur. Donc 


= a+ ( Vaté=a 
° L 
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où y est une courbe fermée simple d'origine et d'extrémité en z — Î 
qui contient le point z — 0 à l’intérieur et est orientée dans le sens 


positif. Signalons que la fonction Vq (z) prend des valeurs diffé- 
rentes à l’origine et à l’extrémité du contour y. On a 
1+0O (A t)jeic —:ù 
TEL 
— i+ O0 (A!) 0Û 


Les valeurs propres de la matrice U sont égales à 


nee + t+O(Gexp{s afp Éd. 
Ÿ 


L'intégrale étendue au contour y vaut + (1 —i)B (+ , +) 


2.2. Equations à points singuliers réguliers de type R,, 1. La 
fonction q (z) peut présenter dans ce cas des pôles d'ordre 2. Si 
a 0 est un tel pôle, on a 


g@)=—-p({)z-a}, p(a>o0. 


Les lignes de Stokes partagent le plan complexe en un nombre fini de 
domaines de type demi-plan et bande, et de plus le voisinage d'un 
point de type R., 1 est recouvert par l’adhérence d'un nombre fini 
de domaines de type bande. Donc tous les résultats du $ 3 relatifs 
aux matrices de passage sont valables. 

Le fait nouveau ici est la détermination de la solution par la 
condition à la limite en un point a de type R:. Soit D, un domaine 
de type bande tel que deux des lignes de Stokes qui le limitent ont 
pour extrémité un point de type RÀ,, et soit DZ D, un domaine 
canonique. Introduisons le nouveau paramètre 


1/31 1. 
H — V A2 + &p (a) L (4) 


comme au chap. IT, $ 6, (11), u >> 0. L'équation (1) possède deux 
solutions &w, et w, telles que 


wi,2 (2, À) =1[g(2)1 4 exp {+ US (2, 2)} (1+u 1,22, u)]. (5) 


Cette représentation asymptotique est double. Fixons À, > 0; pour 
À> À, z2ED,, on a alors 


| P1,2 (2; Lu) | < C. 


Si À > 0 est fixe et z— a dans le domaine D, il vient 


|Pi,2(z, )ISCIz—a|, 
Wi,2(z, À) C2 (À) (2—a)/2#iu V rt), 
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de sorte que ces solutions oscillent fortement. Si & est une solutiv: 
de l'équation (1) 


w (z, À) _ (2—a)l/2+in y Pa), za, 23 € D,, (6) 


alors w = C' (À) w,. De même, la solution w, peut ètre donnée par 
une condition à la limite au point a. La condition (6) peut être 
remplacée par la suivante: 


LE (+ +iuÿ p (a)} (2— a)", za, zED,. 

Ces résultats permettent de s’« éloigner » d’un point singulier de 
type R:, c'est-à-dire de prolonger la représentation asymptotique 
de la solution à un domaine dans lequelsont valables les représenta- 
tions asymptotiques WKB standards et seulement ensuite de procéder 
à leur raccordement. 


$ os. Représentation asymptotique des valeurs propres 
de l’opérateur —d?/dr? + À’q(x). 
Problèmes auto-adjoints 


1. Position du problème. Considérons l'équation 


ly=y" — q (x) y = 0, (1) 


où la fonction gq (x) est continue et réelle sur l’axe réel, À un para- 
mètre spectral. 


1.1. Problème sur l'axe tout entier. Supposons qu’existent les 
limites finies ou infinies lim qg(x) — qg+ >0. Le spectre de 


X— +00 
l'opérateur ! traité dans l’espace L: (R) est discret et est composé 
d’un ensemble dénombrable de valeurs propres strictement positives 
{À, } (la séquence {—X, } ne sera pas envisagée). Rangeons ces valeurs 
dans l’ordre de grandeur croissante : 


0<Ll<A< ... An ..., Jim À,—= + oo. 


1 — 00 


Les fonctions propres y, (x) — y (x, À,) décroissent exponentielle- 
ment lorsque | x |—> œ et la condition y € L. (R) peut être rempla- 
cée par les conditions aux limites 


y (—o, À) =0, y(+oo, À) =0. (2) 


On demande d'étudier le comportement asymptotique de À, lorsque 
n—> oo. ‘ 


128 ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE DANS LE PLAN COMPLEXE [CH. III 


1.2. Problème sur le demi-axe R* = [0, + of. Posons la condi- 
tion à la limite 


ay (0, À) + by (0, À) = 0, (3) 


où a et b sont des constantes réelles, (a, b) (0, 0). Supposons que 
lim q(x) = q+, 0 << g+ << oc. Le spectre du problème (4), (3) 


X— +00 
est alors discret et possède les mêmes propriétés que dans le problè- 


me (1), (2). La condition y € L, (R*) peut être remplacée par la condi- 
tion à la limite 


y (Ho, À) = 0. (4) 
2. Problème à deux points de retour sur l’axe tout entier. 


2.1. Représentation asymptotique des valeurs propres. Supposons 
que la fonction q (x) possède exactement deux zéros réels simples 
z, zx. Dans ce cas qg (x) L 0 pour z, Lz << z:, q (x) >> 0 pour 
Zz Lt, x >> z.. Supposons que g (x) est un polynôme de degré n > 2. 
On peut déterminer alors la représentation asymptotique des valeurs 
propres à l’aide du théorème du $ 2 sans utiliser les notions de do- 
maines canoniques et de matrices de passage. 

Pour chaque À >> 0 fixe l’équation (1) admet une solution y, (x, À) 
(resp. y: (x, À)) unique à un facteur multiplicatif constant près telle 
que y, (—00, À) = 0 (resp. y, (+ oo, À) — 0). Si À est une valeur 
propre, y»: (x, À) = Cy, (x, À) en vertu de (2). Prenons deux points 
distincts z- et z*; on obtient alors l’équation aux valeurs propres 


V1 (+, À) Ya (5, À) — 
Ya z*, À) Y1 (27, À) 1 (5) 


Cette équation est exacte, c’est-à-dire valable pour tout À > 0. 


[. Solution y.. Comme q (x) > 0 pour x > x., l’équation (1) pos- 
sède une solution admettant le développement asymptotique 


va (e, À) = qU8 (a) exp {—AS (2, 2)+ 3 (—A* | ad} (6) 
+00 


hk=— 


lorsque À—> + o uniformément en x => ze + 6, Ô > 0 étant arbi- 
traire. Ici Va (x), Ÿ q (x) >> 0 pour x > x.. Déterminons le domaine 
de validité de ce développement asymptotique pour les z complexes 
et voisins de x. Le segment !, — {x,, x.) est une ligne de Stokes. 
Des points de retour x; sont encore issues deux lignes de Stokes l; 
et Li — 15, j — 1,2 (fig. 18); Imz>0pourz€l;,z2- zx; On rap- 
pelle que M* est l'ensemble symétrique de M par rapport à l’axe 
réel. Si II est une petite bande de la forme | Im z | < €, alors le 
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développement asymptotique (6) est valable dans le domaine II* 
obtenu à partir de II par suppression des voisinages des lignes de 
Stokes L,, L. et li et du domaine situé à gauche de /,, li. Pourtout point 
z EII* il existe un chemin canonique infini y= {xr: + Ô, + xl 


Fig. 18 


(cf. fig. 18). Prenons pour z* un point situé à proximité et au-dessus 
de L, (par exemple z* — (x, + 2:)/2 + ie, 0 <'e 1) et posons 


27 = 2*. 


II. Solution y,. L'équation (1) possède une solution y, admettant 
le développement asymptotique 


pa (es 2) = gr (x) exp {AS (r, 2)+ D 4 | œtt)dt} (1 
k=1 00 


lorsque À—+ + oo uniformément en x< zx, — Ô, Ô > 0 étant arbi- 
traire. [ci V q (x), Ya) > 0 pour zx << x,. Le domaine de validité 
du développement asymptotique (7) au voisinage de l'axe zx est le 
domaine II (cf. fig. 18) ; ce développement est en particulier valable 
aux points 2*. 

En portant (6) et (7) dans (5), on obtient une équation aux va- 
leurs propres. Ceci étant, il faut tenir soigneusement compte du choix 
des déterminations de toutes les fonctions multivalentes. Soit U 
un petit voisinage complexe simplement connexe du segment ,. 


Chaque fonction V a (z) et «x (z) admet alors deux déterminations 


holomorphes dans le domaine V — UXL,. Désignons par (V q (z)); 
Ja détermination figurant dans le développement asymptotique de 
la solution y; et remplaçons pour la commodité q"!/# (z) par 


RE . 
xp{—+ | 1 dt}, 


OÙ Zy—=Z—0, 2 = 22H06, 0 > 0. 
901011 
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Les déterminations (V a) et (V 9 G)): sont choisies de telle 
sorte que (Vaq(x)),>0 pour z<z;, (Vag(x))} >0 pour z> 1. 


Donc (Vq(x))}: <0 pour z<<zx,, (Wg(x)):=ilV q(x)] sur le bord 
supérieur de la coupure et 


(V q ()): = — ULTOR 
(ax (2))1 = (—1)* (ax (z))as 2 € V. 


Soit C un contour fermé sim- 
ple englobant le segment /, et orien- 
té dans le sens positif (fig. 19). En 
portant les développements asymp- 
totiques (6) et (7) dans (5), on ob- 
tient l'équation 


Fig. 19 exp tS | a a+} = 1. 


On a (l'intégration est étendue à des contours contenus dans Ÿ) 
du Sri 2+) + S2(tes 2) — Sete, 2*)— Sizus 2) = 

=[—Se(rs 2*)+ So (22 2+)] + IS (trs 27) — Sato 27)]. 
Le premier crochet est égal à l’intégrale S, (x;, x) prise le long du 
bord supérieur de la coupure /,, c’est-à-dire à ië,, où 


= |1Va@ léz. (8) 


Le deuxième crochet est égal aussi à &E,, donc d_, = 2ië, ou 


du= & V q(z) dz 
C 


Ici et plus bas Vq(z)=(V q(z))2 c’est-à-dire que 


VaG)>0, z€C, z2>%. (9) 
D'autre part, 
LARG) y, _ 
do = z $ 10 dz = — ni, 


+ 


d=[ À Cat ds—(— 1) À (an (ae 5] + 


_ +0oo 


+[ Î (— 1)" (ax (2)); d— Î (x (2))4 42 | = (—1)* À an (2) d2, 
Lo “oo C 
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où la détermination de V gq (z) est choisie conformément à (9). On 
obtient finalement l’équation aux valeurs propres 


exp {2528 — in + S (— 1)" & as (z) d:} = 1, 
k=1 C 


dont le premier membre est une série asymptotique. Les nombres 
d, sont tous imaginaires purs. On a donc le développement asympto- 
tique 


Anbo= nt + D Baht, nn 00, (10) 
k=1 
où nr > 0 est entier, 


Ba = (— 1) Ÿ a (2) dz. 
C 


En appliquant la formule de Bürmann-Lagrange, on obtient le 
développement asymptotique de À, en puissances de n°"! lorsque 
n—+ 00 : 


Ân = + = + D Ve (an) *, 
k=1 


= ()œ lu=0 (11) 


1 (U)= tu À Ban”. 
R=1 


Bien que la série f (u) diverge en général, les expressions de y, sont 
finies par la substitution formelle u — 0. De (11) il s'ensuit que 


Xe 


a (five) (ne+8)+ 


X:1 


+ 9 220) 9 v2(2) +0 (+). 
C 


Des raisonnements précédents il découle que les développements 
asymptotiques (10) et (11) sont valables sous les conditions suivan- 
tes sur gq (x): 

1) g (x) E C® (R), im a) =g:>0; 


9% 
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+oo 
2) les intégrales \ | &, (x) | dx, | | æ, (x) | dx convergent 


pour tous les Æ — 1, 2, ee 


3) la fonction q (z) est holomorphe dans un voisinage complexe 
du segment [x,, xl. 

Si les intégrales de la condition 2) convergent pour #4 = 1, 2,... 
..., N,onaun développement asymptotique (10) de résidu O (4). 

Faisons quelques remarques. 

1. La condition d’analyticité de la fonction g (z) (la condition 3)) 
est superflue: les développements asymptotiques (10) et (11) ont 
lieu sous les conditions 1) et 2). Dans ce cas 


Xs 


Ba = i(— 1341 | ax (1) dt, 


x! 


où Var) =ilVa(x)let les intégrales f, sont régularisées de 
façon convenable. 

2. Les fonctions &:, (z) sont holomorphes dans le domaine U 
sauf aux pôles x, et x., et B., sont des fonctions rationnelles des 
valeurs des dérivées de q (z) aux points x, et zx.. Si qg(z) est un 
polynôme, $., seront des fonctions algébriques de ses coefficients. 


3. Si q (2) est un polynôme, la fonction S — \ Va dz est une 


intégrale abélienne (elliptique pour nr — 3, 4 et hyperelliptique 
pour n > 5), qui de toute évidence est associée à l'équation (1). 
Le nombre 


d=0 Va) dz 
C 


est la période imaginaire pure de l'intégrale abélienne S. De (11) il 
suit que le terme principal de la représentation asymptotique s'ex- 
prime en fonction de cette période: À, — nni/d_,. Si q (x) admet 
plusieurs (un nombre arbitraire fini) de points de retour, le terme 
principal de la représentation asymptotique de À, s'exprime aussi en 
tonction des périodes imaginaires pures de l'intégrale S. 


2.2. Oscillateur harmonique. Considérons l'équation 
y"—(x—-a)y=0, ax 0. 
On sait que les valeurs propres se déterminent à partir des relations 


An | Vai=rdrz=nr+—+, n :7 0, 1, 2, .. (12) 
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La méthode du n° 2.1 permet de calculer exactement tous les À. 
Ici x, = — a, x, — a et il n'existe pas de lignes de Stokes autres 
que l;et Li, j — 0, 1, 2. Soient D, le domaine borné par les lignes de 


Stokes Li, l, et Le et S, — jvrtu (4) dt, Va) >0 pour zx > a. 


Alors $, (D.) est le plan de "S complexe muni d' une coupure le 
long du demi-axe J— ic, OI. On a 


Yi (2 À) = ga (z)e-Ss[1 +e, (z, À)], 


où &, (Z, À) —+ O pour z € D;:, 2—+ co, | Re S; |—> oo uniformément 
en À > À > 0 ($ 3, n° 2). Soient D, le domaine borné par les lignes 


de Stokes [,, L et li. et S, — \ q(t) dt, Va(z) > 0 pour r<<—a. 
Alors _ 
Si(D)=S:(D.), yY:(2 A) =q US (ze [1 +e, (z, À)], 


OÙ Es» (2, À) —+ O0 pour z € D;, z—> oo, | Re S, |—> oo uniformément 
en À > À, >> 0. Si À est une valeur propre, y, (z, À) = Cy: (z, À). 
Supposons que z est situé dans le domaine D borné par les lignes de 
Stokes L,, l, et l,; alors 


1+e,(z, À) = Ceïikte (1 He, (z, À)). 


En faisant tendre z vers l'infini dans le domaine D (par exemple 
Z = iy, y—+ +oæ),onobtient1 — Ceït. Si l’on considère le domai- 
ne D au lieu de D, et D* au lieu de D, on trouve 1 = Ce-ï*ie. 
L’ élimination de C nous donne l'équation aux valeurs propres e*ihte — 
= 1, d'où l’on déduit (12). 


2.3. Règle de quantification de Bohr-Sommerfeld. Considérons le 
problème aux valeurs propres pour l'équation de Schrôdinger 


— À p+(U(2)—E)p=0 (13) 


de potentiel réel U (x), où Æ est un paramètre spectral (réel) et 
hk>> 0, un petit paramètre. 

Supposons que Ü (x) a la forme d'une fosse potentielle, c’est-à-di- 
re qu'il admet un seul point de minimum zx, et U” (x) > 0 (resp. 
U" (x) << 0) pour zx > zx, (resp. x << r,). Supposons que U (x,) = 0 
Il existe alors les limites finies ou infinies U., = U (+ oo) > 0. 
Posons J — [E?, E5], où 0  EŸ << E25 << min (U+, U_). Pour tout 
E € J l'équation (13) admet exactement deux points de retour simples 
T1 (E) << ze (E). 
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Supposons que g = 2m (U (x) — E) satisfait pour E € J les con- 
ditions 2), 3) du n° 2.1: la fonction U (z) est holomorphe au voisinage 


du segment 7 = [x, (E;), x° (E2)] et les intégrales | | «x (x) | dx, 


—œ 
oo 


+ 

\ | &x (x) | dx convergent pour az, (E.), b>zx;(E:). Ici 
b 

an (zx, E) s1 calculent à l’aide de la fonction qg — 2m (U (x) — FE). 
Des raisonnements identiques à ceux du n° 2.1 nous conduisent au 
développement asymptotique 


Xs (E) co 
| V2m(E-—U())dr=h{nat=)+5 B, (E) h**1, 
x: (E) k—1 (44) 


Ba (E)= + (— 1% À au (2, E) de. 
C 


Cette relation est une équation en £ qui nous donne Ia représentation 
asymptotique des E, (h) sous les conditions suivantes: 


h0, EEE, f(En<(n+-)h<f(E). 


Le terme principal de la représentation asymptotique se déduit de 
l'équation 
fE)= | V2mŒ-UGhdr=n(n++)k. (15) 
U(x)<E 
Fa formule (15) s’appelle formule de quantification de Bohr-Sommer- 
eld. 

La fonction f (E) jouit des propriétés suivantes: 

1) Si U (x) E C® (R), alors f(E)EC(E?, E,), O<EŸ<EX, 
etest strictement croissante. Si x, est un point de minimum non 
dégénéré (U” (xo) > 0), alors f (E) € C® (10, E°]). 

La dernière assertion est mise en défaut si U”(x,) = 0. Par 
exemple, U (x) = x*, f (E) = const-E/i. 

2) Si la fonction U (2) est holomorphe dans un voisinage complexe 
du segment 1 = [x, (E°), x: (E;)], la fonction f (E) est holomorphe 
dans un voisinage complexe du segment J = [E*, E°], Eî > 0. Si, 
par a lleurs, U” (x) > 0, ceci est valable pour £° = 0. 

Cette propriété de la fonction f (Æ) résulte de la formule 


FE) = $ V2m (EU) dz. 
C 
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Faisons quelques remarques. 


1. Supposons que 0 < E\< E< E!, h—+ 0, n—+ ©, de sorte que 
nh— const. Le terme principal de la représentation asymptotique 
de E, (h) est alors égal à 


En (h)= f1(h(n+1/2)). 
Dans ces conditions, on a le développement asymptotique 
E,(h)=E(h)+ch2+chs+ ... 


Les coefficients c, peuvent être calculés par les méthodes de la théo- 
rie des perturbations. 

. Si U" (x) > 0, le développement asymptotique (14) est vala- 
ble” pour le cas où 0 E < Eÿ. Ceci résulte de ce que pour E & 0 
l'équation (13) ne possède pas de points de retour voisins de l’axe 
réel et distincts de x, (£)et x. (E). Le développement asymptotique 
(14) nous permet donc de déterminer la représentation asymptotique 
des niveaux inférieurs d'énergie E, (k). Supposons que hk—+ 0, 0< 
Zn<n, où r, est fixe; alors 


E, (h) = n (nr + 1/2) U” (xs) k + O (h°). 


3. Pour E fixe, 0 < EŸ< LES E\, les fonctions &.4 (z, E) sont 
holomorphes dans un voisinage | complexe de l'intervalle [zx, (£E), 
z2 (E)] à l'exception des pôles x, (E) et x. (E), et B:, sont des fonc- 
tions rationnelles des dérivées de U (r) en ces points. Si U (x) est un 
polynôme, B., sont des fonctions algébriques de Æ et des coeffi- 
cients du polynôme U (2). 


2.4. Représentation asymptotique des fonctions propres. Supposons 
que la fonction g (:) satisfait les conditions 1), 2) et 3) du n° 2.1 et 
qu'elle est holomorphe dans U,, e-voisinage complexe de l'intervalle 
[x,, z.l. Désignons par U la réunion du domaine U,N Ur 0 < Eo < 
< €, et des demi-axes x x, — €, x > x, + €. Le développement 
asymptotique de la fonction propre yh (x), n—+> 00, POUr TZ Ta + Ep 
est donné par la formule (6), où À — À,. Ce développement est uni- 
forme en x. Toutes les fonctions y figurant sont des fonctions multi- 
valentes de z, z € U. Néanmoins, comme prouvé au n° 2.1, le dévelop- 
pement asymptotique (6) est valable pour y, (z) = y (z, À,) partout 
dans ÜU, c'est-à-dire que le second membre de la formule (6) est 
une fonction univalente pour À — À, et z € U. On obtient le déve- 
loppement asymptotique de la fonction y, (x) pour ñ7—+ en pro- 
longeant analytiquement le développement asymptotique (6) du 
demi-axe x => x, + e, au demi-axe z< x, — €. Pour le terme prin- 


cipal de la représentation asymptotique, ce fait a été prouvé par 
G. Birkhoff [44]. 
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Prenons les déterminations de Ÿ qg (x) et V q (x) qui sont stricte- 
ment positives pour x << z,; alors 


n (2) = cag "4 (2) exp {AS (x, 2) + D it | œ(#) dt}, 
HT (16) 


Cn = —i exp { — A+ S As" | ax (t) dt} 
k=1 C+ 


lorsque n—> ©, zx T1 — €, où C+ est un contour composé des 
demi-axes ]—o0, 21 — el, Îre + Es, +ool et d’une partie du con- 
tour C reliant les points x, — &, et zx. + e, et contenu dans le demi- 
plan supérieur. Ces développements asymptotiques peuvent être 
dérivés autant de fois qu’on le veut par rapport à x. Remarquons 
que la constante c, est réelle puisque la fonction y, (x) est réelle et 
Cn = (—1ÿ M + 0 (n°11. 

Trouvons le développement asymptotique de y, (x) sur l’inter- 
valle 7 — [x; + &s, ze — el. Si l'on prolonge analytiquement le 
second membre de la formule (6) du demi-axe ]x,, + oof à un point x 
situé sur le bord supérieur (resp. inférieur) de la coupure 7, on obtient 
la valeur y5 (x, À,) (resp. y5 (x, À:)) et le développement asymptotique 
est leur demi-somme ($ 3, n° 1.2). Comme y, (x, Àn) = y5 (x, Àn), 
il vient 


Yn(a) = 1902) Re (exp {à | 1/30 1dt+ 


X3 


HE+D (art fatba}). An 
k=—1 + 


La détermination de V q (x) est choisie >0 pour x > x, et le chemin 
d'intégration contourne le point x, par en haut. Le terme principal 
de la représentation asymptotique est égal à 


x 


Un (2) = 1921744 [cos ((an++) Et | 1Va@id++) [+0 (1), 


X3 


de sorte que y, (x) oscille fortement sur l'intervalle [x,, x.l. 
Les formules asymptotiques pour les fonctions propres de la for- 
me (6), (16) et (17) sont valables pour l’équation (13) aussi. Les 
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termes principaux de la représentation asymptotique sont 


Va (= (UG)—EnNexp{ nt | VOU-E à}, 2>2(E), 
Xs(E) 


Un (2)= (En U (e) A cos (nt | V=UH+E &++), 
XY? (E) 
2 (E)<z<2 (E), 


Yn (2) = (U (2) — En) exp {hr JL VUE, à} (—1)", 
1(E 


z<z,(E). 
Toutes les racines sont strictement positives dans ces formules. 


2.5. Application des matrices de passage. Soit q (z) un polynôme 
satisfaisant les conditions du n° 2.1. Etablissons la formule (10) 
pour les valeurs propresen nousservant du développement asymptoti- 
que des matrices de passage ($ 3). Cette méthode peut sembler plus 
complexe que celle du n° 2.1. Mais elle est plus universelle et est 
valable notamment pour le cas où l'équation (1) possède un nombre 
fini arbitraire de points de retour réels. 

Du $ 3, n° 3, 5 et 6, il s'ensuit qu'il existe un domaine D° tel 
que la fonction S (xz2, 2) est à un feuillet dans D, 


D =}z, +oof, 4D2=1,Ul, (D°)* =D? 


et S (D°) est le demi-plan Re S => 0 muni d’un nombre fini de cou- 
pures verticales. Sur la figure 19, le domaine D° est la réunion des 
domaines D,, D, et de la ligne de Stokes Z.. Si g (z) est une fonction 
entière satisfaisant la condition 1) ($ 1, n° 2), alors S (D) peut con- 
tenir une infinité de coupures verticales. 

Choisissons le domaine canonique D, Îx:, + œl de telle sorte 
que D, D, D, = D?. Alors 0D,3 1 U LU dr, (cf. fig. 19). 
Supposons que DX — D,NXD:) n + 1m 2 = 0}: alors les domai- 
nes Di et D: nese rencontrent pas, sont contenus respectivement dans 
les demi- -plans supérieur et inférieur et (D5)* = D. 

On construit de façon analogue le domaine D°3 ] — oc, xl. 
Posons 

D,= DIU US U DU Dr; 


alors Di = Det DIX D; = D3UÙ Dz. Introduisons le domaine 
canonique 


D, = Di U lU D: =D, 


438 ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE DANS LE PLAN COMPLEXE (CH. III 


et les systèmes fondamentaux élémentaires de solutions (u;, v;) 
associés aux triplets (L;, x;, D), x, — x. Soit y, (x, À) une solution 
admettant le développement asymptotique (6). Alors y, (z, À) = 
= e”iv/i2y, (z, À). Exprimons y, en fonction du système fondamental 
(u,, vi), c'est-à-dire prolongeons sa représentation asymptotique de la 
ligne de Stokes L, à la ligne L,. On a y, — e-i%/12 (au, + bu,), où 


a 0 0 
MEET" A 


et Q;, est la matrice de passage du système j au système #. La solu- 
tion u, (x, À) (resp. v, (x, À)) croît (resp. décroît) exponentiellement 
lorsque z—> — © et si À est une valeur propre, alors b (À) = 0. 
Ceci est l'équation aux valeurs propres. 

Calculons b (4) en nous servant de la représentation asymptotique 
des matrices de passage. Introduisons encore deux systèmes fonda- 
mentaux élémentaires de solutions (u;, v;), j = 1, 2, associés 
aux triplets (/;., x;, D;), où D; — D;. Les systèmes fondamentaux 
de solutions associés aux lignes de Stokes issues du point de retour z; 
sont compatibles ($ 3, n° 3.4). Idem pour z.. 

On a ($ 3, n°“ 3.1, 3.4) 


1 
nel 0 mas | 
1 ia, 


0 — " | 
Œs1 , 
_A ia, 


0 e- iAbo 
Q — ns. 0 | , 


Q,, =. e-ix/6 


de sorte que 


(0 — Pia Gi: | 
Q,,—e-it/3 | . _ ? 
nd Br1  i(Brtæ,.. + Ba, ai) 
p — eihôo, S 


L'identité &ps°%9@s9 = 1 aidant, on obtient l’équation aux valeurs 
propres 


es r ur = 1. 
Comme ($ 3) 
Ajn = | ax (z) dz, 


Li 
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où les contours L,, et l... sont indiqués sur la figure 15 (les extré- 
mités de ces contours s’éloignent à l'infini respectivement dans les 
domaines D, et D.), on a le développement asymptotique 


(@i1@2-2) 7 — exp [5 & an (2) di} , 


h=1 C 


où la détermination de Vq (x) est choisie conformément à (9). Pour 
les valeurs propres, on obtient de nouveau l'équation (10). 


3. Problème à plusieurs points de retour sur l’axe tout entier. 
3.1. Exemple. Soit 


on 
qg(x)= Il (t—1), T<T< ... on 
J — 


L'équation (1) possède 2 points de retour réels simples zx; et n 


lignes de Stokes finies L, — ([x:,_1, tj], situés sur l'axe réel. Du 
point de retour z; sont encore issues deux lignes de Stokes infinies l; 
et l*, où L; est contenue dans le demi-plan Im z > 0. Les lignes de 
Stokes partagent le plan de z complexe en 2r + 2 domaines de 
type demi-plan et nr — 1 domaines de type bande. 

Les domaines de type demi-plan sont: a) D7, 8D—1l,{|;li; 
b) D, 0D; _) Loj-t U l; U Lois 1<j<n; c) D+, 0D+ — La U Un ; d) D, 
1<j<n. 

Les domaines de type bande sont: G;, 6G;—=1l,;;Ul5;Ulb;+1U 
U13;41. (Le cas n —2 est représenté sur la figure 3. En particulier, 
D*+ contient le demi-axe x>7,,. D7, le demi-axe x x.) 

L'équation (1) admet une solution y, (x, À) (cf. (6)) dont les 
propriétés sont mentionnées dans le n° 2.1. Prolongeons la représen- 
tation asymptotique de cette solution au demi-axe x << x,. Intro- 
duisons les domaines canoniques 


D;=DUILUHUD,UDi, 
Don = D*U lon U En LU Da U Dr, 


de sorte que D, ]— oo, xil, Der Itan, + of et ces domaines 
sont symétriques par rapport à l'axe réel. Posons 


Don =D, ULUDY= Dè,-1 


et construisons de la même façon les domaines canoniques Don, . .. 
..., D, Supposons par ailleurs que 


Dons — D; U Gh-41 U Dh U lon-1 U lon-2° 
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Introduisons les systèmes foudamentaux élémentaires (u,,v;), (uf, ui) 
et(u;, v;) associés respectivement aux triplets (L,, zy, Dj), (Lÿ,x;, Dÿ) 
et (Zoj, Lj, Doj-;). On a (n° 2.5) 
Y2(2, À) =e-ivliu,, (z, À) =e- ii? (au, + bu,). 

Les valeurs propres sont déterminées à partir de l'équation b(à) = 0. 

On a 

on, 1— Q: °.. Qon-1, 2n-2 on, 2n—-1° 
Les matrices Q,;,,;_, sont de la forme (18), où 


é —— 2 
EE, — | | Va (x) | dx, page 7 EAN | 6 n ‘| 
Xoji 0 4 |? 
Xaj EE 
n; = | Va) 4 >0 
Xoj-1 


(cf. $ 3, (15)). Donc 
bD(A)=C(A) (on, an-1)22 (Qon-e, an-3)22 + + + (S2y)ar + 0 (e-2Ane)], 


À — + oo, 
No — min js 
1<jJ<n-1 


où c (À) = 0. En se servant de (18) et en se limitant aux termes prin- 
cipaux, on obtient l'équation aux valeurs propres: 


il [cos (2AË,) + O (4 1)]=0 (e- 7m). 


Il existe donc n séquences {AK} de valeurs propres 
in =(n+1/2)n8"+O(nt), n—00, (49) 


où k# — 1,2,...,n. Chacune de ces séquences admet un développe- 
ment asymptotique de la forme (5), où C = C; est un contour fermé 
englobant l'intervalle [x.;_,, x.,l. 11 n’est pas exclu que certaines 
de ces séquences aient le même développement asymptotique. 


3.2. Cas général. Supposons que le polynôme gq (x) possède des 
zéros réels z, << Za ... << Z:, qui sont tous simples. On a alors la 
formule (19). La démonstration est la même qu'au n° 3.1: la seule 
différence est dans le choix des domaines canoniques. Plus exacte- 
ment, pour D” on prend le domaine décrit au $ 3, n° 3.5, 6 ; on choisit 
D* de façon analogue. Pour G; on prend non pas un domaine de type 
bande, mais un domaine dont le bord contient les lignes de Stokes 
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lojs L3j, Lloj+as U5+1 et qui s'applique sur la bande a < Re S < b 
munie d’un nombre fini de coupures verticales ($ 3, n° 3.5, 8). Les 


domaines D; de type demi-plan tels que 0D;,2 !, se construisent 
comme dans le n° 2.5. 

Les développements asymptotiques (19) sont valables dans le 
cas où la fonction qg (x) € C® (R) est holomorphe dans le voisinage 
complexe de l’intervalle [x,, x.,] et où convergent les intégrales 

+oo 
imtid, | let)ld, k=0,1,2, 


(cf. n° 2.1). Les remarques faites au n° 2.1 restent en vigueur. 


4. q (x) est une fonction paire. Dans ce cas toute fonction propre 
est soit paire, soit impaire. Supposons que g (x) possède très exacte- 
ment quatre points de retour réels x, << xs << 0 << 73 << x, tous 
simples (x, = — x,, zx; — — zx.) et que c'est un polynôme pour sim- 
plifier. Le spectre est alors constitué de deux séquences de valeurs 
propres {Ai}, {A3}. Leurs développements asymptotiques en puis- 
sances de x"! sont entièrement confondus et sont de la forme (11), 
où le contour C englobe l'intervalle [x;, xl, de sorte que 


Ân—An=0(n"®), n +00. 


11 s'avère que la différence À; — À, est exponentiellement petite 
lorsque n—> oo: on constate une désagrégation exponentiellement 
petite du spectre. Désignons 


Xs 


D=|IVa@idr, n=[|Vatéz>0. 


L1 X3 
Le terme principal de la représentation asymptotique du spectre est 
ÀE = (n + 1/2) nëst + O (n°1). 
On a la formule de Landau-Lifchitz 
[Ai An | = Et exp {—nh*} 11 +0 (n71)]. (20) 


Cette formule qui est prouvée dans [57] se base sur le fait sui- 
vant. Si g (z) est une fonction paire, les points de retour et les lignes 
de Stokes sont symétriques par rapport à l’origine des coordonnées. 
Soit (x (z), v (z)) un système fondamental élémentaire de solutions 
associé au triplet (/, z,, D). Alors (u (—z), v (—z)) est un système fon- 
damental élémentaire associé au triplet (—!, —z,, —D). Considé- 
rons l'exemple: gr) —(r—zx)(x —zx)(r — zs)(x — zx); la 
démonstration de la formule (20) dans le cas général ne diffère que 
par des détails techniques insignifiants. Les lignes de Stokes sont 
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représentées sur la figure 3. Supposons que y, (x, À) est une solution 
de la forme (6), que les domaines canoniques D,3 1,, D,= Il, sont 
choisis comme dans le n° 2.5 et que les domaines canoniques D, ls 
sont de la forme D, = D 1) I, U LU (—D*)Ù G, où G est le do- 
maine borné par les lignes de Stokes L., l», l, et l3. Alors D, — 


9. 
Prolongeons le développement asymptotique de la solution y 
de la ligne de Stokes /, à la ligne L,.. Considérons les systèmes fon- 
damentaux élémentaires (u, (2), v; (z)) associés aux triplets (L;, x;, 
D ;), j = 4, 3, 2°, 1° (x; = x;). Alors 


Qui == 21630 dia. 


On a (u;: (2), vi: (z)) = (ux (—2), vx (—2)) sij =1,k =4; j = 2, 
k = 3. Donc 


On a 


Lis 0 a (0) eÂne 
3 = € / b ce l? (32° — ein (0 , 


où a, b et c sont de la même forme que (18). Comme y: (x, À) — 
= e7i/12 y, (x, À) et que la solution z,: (x, À) croît exponentielle- 
ment lorsque z-> — ©, les valeurs propres se déterminent à partir 
de l'équation (Q:;::),, = 0 qui se ramène à la forme c° — a“e-=}%0. 
Donc 

c(À)j—= +Ha(À)e-Àm. (21) 


Désignons par À (resp. À) la séquence de racines correspondant au 
signe plus (resp. moins). Comme 


a(A)=i( 1) +O(nN)], c'OR)= UE (—1)"*, 


on déduit (20) de (21). 
Le cas où gq (x) est paire et admet huit zéros réels est traité 
dans [57]. 


5. Problème sur le demi-axe. Considérons le problème aux valeurs 
propres sur le demi-axe x > 0 pour l’équation (1) avec les conditions 
aux limites 


y (0, À) —0, y(+ oo, À) = 0. 


Limitons-nous au cas élémentaire où q (x) est un polynôme possédant 
pour z> 0 un seul point de retour simple x, > 0. Comme dans le 
n° 2.1, la fonction propre y (x, À) — const-y. (x, À) et les valeurs 
propres se déterminent à partir de l'équation y: (0, À) = 0. Supposons 
que 2, est fixe, 0<zr, <7r,; pour 0 z< zx, la représentation 
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asymptotique de la solution y, est:alors de la forme (17), où x, doit 
être remplacé par xz,. On a donc un développement asymptotique 
identique à (10): 


AnËo= nn ++ Di frhn ts, R— 00, 


R-=_1 


= [IVatldz, Pa (1) Q on (2) ds 


U 


où C est un contour fermé simple d'origine et d'extrémité au point 
z — 0 englobant l'intervalle 0 < z< zx, et orienté dans le sens 
positif. La détermination de Va (z), z € C, est choisie conformé- 
ment à (9). 

La représentation asymptotique d’un spectre discret se calcule de 
façon analogue sous une condition à la limite (3) pour tout nombre 
fini de points de retour sur le demi-axe x > (0. 


$S 6. Représentation asymptotique du spectre discret 
de l’opérateur —y" + À° q(x) y. 
Problèmes non auto-adjoints 


1. Position du problème. Considérons l'équation 
y" —Maq(x)y = 0, (1) 


où q (x) est une fonction à valeurs complexes, et le problème aux va- 
leurs propressur l’axe tout entier ou le demi-axe [0, + cf. La position 
de ces problèmes est la même qu'au $ 5. On traite le cas où le spec- 
treest discret et on étudie la représentation asymptotique des valeurs 
propres {À,} lorsque | À, |—> oo. Ceci étant, on admet que la fonc- 
tion gq(z) est analytique au voisinage de l’axe réel ou du demi- 
axe réel. 

Ce problème n'est pas auto-adjoint, puisque la fonction q (x) 
prend des valeurs complexes. Signalons qu'on ne connaît aucun 
résultat sur la représentation asymptotique du spectre de l’équa- 
tion (1) dans le cas où gq (x) est une fonction à valeurs complexes. 

Considérons par exemple le problème aux valeurs propres 


y (0) =0, y(1) = 0 


sur l'intervalle Z = [0, 1] pour l'équation (1). Soient q (x) € C®(/), 
Arg q (x) = const. Désignons par y (x, À) la solution de l'équation (1) 
qui satisfait les conditions de Cauchy y (0, À) = 0, y” (0, À) = 1: 
les valeurs-propres À, sont alors les zéros de l’équation y (1, À) = 0. 
La fonction y (1, À) est entière, du premier ordre de croissance et on 
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peut montrer qu’elle admet une infinité de zéros {À, }. Supposons 
que q (x) est une fonction à valeurs réelles ; les nombres À; sont alors 
réels. On peut dans cecas déterminer leurs représentations asympto- 
tiques en conjecturant que la fonction q (x) admet un nombre fini 
de zéros sur l'intervalle [0, 1]. Si Arg q (x) == const, la représentation 
asymptotique des valeurs propres À, n’est pas connue. On ne sait 
méme pas si elles se regroupent au voisinage d'un nombre fini de 
rayons du plan de À complexe pour | À, | > 1. Il est très probable 
que ce ne soit pas le cas et que la formule asymptotique n'existe 
pas du tout. Cette hypothèse est dans une certaine mesure confirmée 
par ce paragraphe. [1 se trouve que la disposition des valeurs propres 
d'indice élevé sur le plan de À complexe et leurreprésentation asymp- 
totique dépendent de la disposition des lignes de Stokes par rapport 
à l’axe réel ; pour les polynômes g (x) ces conditions sont nécessaires 
et suffisantes. 


2. Problème sur l’axe tout entier. Soit g (z) un polynôme de degré 
n > 2: 


q (2) = @02" + 42" +... +an. (2) 


Au $ 5 on a signalé que la représentation asymptotique du spectre 
d'un problème auto-adjoint était liée à l'existence d’une ligne de 
Stokes finie. Si le polynôme g (z) n'est pas de la forme (az + b)", 
on peut exhiber un nombre fini de valeurs de ArgÀ — 1, pour lesquel- 
les existent des lignes de Stokes finies. Mais pour qu'une telle ligne 
de Stokes engendre une séquence infinie de valeurs propres con- 
centrée au voisinage du rayon Arg À = 1, il faut que soient remplies 
certaines conditions portant sur la topologie des lignes de 
Stokes. 

2.1. Complexes de Stokes reliant +o et —. La définition 
d'un complexe de Stokes est donnée au $ 1. Posons Arg À = y, 
Arg &o = @, et supposons que exp {à (2 + po)} E] —o, 0 [ si 
n est pair et & | —o, | si r est impair. Il existe alors des domai- 
nes D” (À) et D* (À) de type demi-plan tels que D” (À) contient un 
demi-axe ]J—c, a] et D* (À), un demi-axe [b, + oo. 

Par définition, un complexe de Stokes Æ (À) englobe + (resp. 
—) si l’un des domaines en lesquels il subdivise le plan de = 
complexe contient D+*(À) (resp. D7(A)). Le complexe de Stokes 
K (à) relie +oo à —oc s'il englobe + et —o (fig. 20). Posons 
les conditions: 


1) tous les zéros du polynôme g (2) sont simples; 
2) pour chaque Arg À fixe, l’équation (1) admet au plus une ligne 
de Stokes finie. 


Il est immédiat de voir que ce cas est générique. 
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La fonction propre satisfait les conditions aux limites 
y (—co, À) = 0, y (+oo, À) = 0. (3) 


Fixons Arg À = Ÿ, et supposons que exp {à (2%, + 0) } est positive. 
Pour chaque À = peiït, p => 0, l'équation (1) admet alors une solu- 
tion telle que 


y(z, À) = qia(z)exp{—2S (x, x)}, Tz—+ 0, (4) 


où z, > 1, Re [AS (x,, x) > 0 pour x > x,, de sorte que y, (+, 
À) = 0. La deuxième solution linéairement indépendante croît 
exponentiellement pour z— +, de sorte que les valeurs propres se 


Fig 20 


déterminent à partir de l'équation ye (—co, À) = 0. Soit S, le sec- 
teur | Arg À — w, | < Ô 1; la représentation asymptotique (4) est 
alors valable lorsque z—> Ho et pour À € S, fixe, À 0. Cette 
représentation est double : elle est valable aussi pourÀ + œ,À€S:, 
uniformément en z_=> Zo. 

Supposons que Ÿ, est telle qu'il n'existe pas de complexe de Sto- 
kes reliant +oo à —oo. Le secteur S, ne peut alors contenir qu’un 
nombre fini de points du spectre pour Ô € 1. Prouvons ceci dans le 
cas où il n'existe pas de lignes de Stokes finies. La solution y, (z, À), 
RESa, INA|ÏZ>AÀo 1, décroît alors exponentiellement lorsque 
|z |— co dans le domaine D*(X) et croît exponentiellement dans tous 
les autres domaines de type demi-plan, y compris dans le domaine 
D” (à) ($ 3). Le cas général est traité dans [57]. 

Soient z. des points de retour situés sur 0D=+. Posons 


L= | Vatias 


le contour d'intégration ne passe pas par les autres points de retour. 
Il existe alors une seule valeur Arg À = 1, telle que Re(£seït) — 0: 
ceci étant, il existe une ligne de Stokes [ finie reliant les points z:_ 
et z,. Supposons que exp {i (24, + ®.,)} est positive pour nr pair et 
pas réelle pour r impair. Le complexe de Stokes contenant la ligne / 
relie oo à —0o. 


10—01011 
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Le problème (1), (3) admet une séquence infinie de valeurs pro- 
pres {À,} pour laquelle est valable le développement asymptotique 


1 Ÿ Va &+} (—à,)' ® a (2) dz = ni (2n +1), n—+ 00, (5) 
C R=1 Z 


où C est un contour ferme simple englobant la ligne /. Il est évident 
qu'existe la séquence {—À,}. En outre, le problème (1), (3) peut 
admettre un nombre fini de valeurs propres. La démonstration peut 
être effectuée par la même méthode qu'au $ 2, n°: 2.1, 2.5. 

Le terme principal de la représentation asymptotique est de 
la forme 


M = ni (2n+1) | @ Va Gaz] "+0 (nt). 
C 


On remarquera que & Va) dz est l'une des périodes de l’intégrale 


C 
abélienne | V q (z) ds. 

Comme au $ 5, on peut déterminer la représentation asymptoti- 
que des fonctions propres et obtenir le développement asymptotique 
de À, en puissances de #77!. La fonction propre y (x, À,) possède nr 
zéros situés au voisinage de la ligne 

Ces résultats peuvent être généralisés au cas où il existe À > 1 
complexes de Stokes reliant oo à —oo, c'est-à-dire qu'ils sont 
disposés comme les complexes de Stokes du cas étudié dans le $ 5, 
n° 9. 


2.2. Problème sur le demi-axe. Considérons le problème aux va- 
leurs propres pour l'équation (1) sur le demi-axe [0, + oof avec une 
condition à la limite en 0: 


ay (0, À) + by” (0, À) = 0, (6) 


ou (a, b) — (0, 0). Soit q (z) un polynôme de la forme (2), où nr > 1. 
Si exp{i (2%, + po)} € ] —o, 0], il existe un domaine D*+ (à) de 
type demi-plan contenant un demi-axe de la forme ]z,, of, x, > 0. 
Par définition, le complexe de Stokes D * (4) relie O à +o si: 

1) il existe un domaine D (À4)= D* (à) tel que 9D (1) K (à); 

2) il existe une ligne de Stokes / (à) € 9D (À) passant par le point 
z = (. 

La variante la plus simple est représentée sur la figure 20. 

Supposons que q (2) satisfait les conditions 1), 2) du n° 2.1. Com- 
me au n° 2.1, on peut montrer que si pour Arg À = 4, il n'existe pas 
de complexe de Stokes À (à) reliant 0 à oo, le secteur S,: | Arg À — 
— #, |I<6<1 ne peut contenir qu'un nombre fini de valeurs 
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propres. Supposons qu’un tel complexe de Stokes existe pour Arg À — 
= 4}, ; limitons-nous à la condition à la limite y (0, À) = 0. Il existe 
alors une séquence infinie de valeurs propres {À,} dont la repré- 
sentation asymptotique est donnée par la formule (22) du $ 5, où le 
contour C englobe non pas l’intervalle [0, xl, mais la ligne L. 

Les résultats exhibés ci-dessus s'étendent au cas où la fonction 
q (z) est holomorphe au voisinage de l’axe réel ou du demi-axe 


[0, —+oof. 


3. Equation de Sturm-Liouville. Considérons l'équation 
—y" + 9 (x) y = y, (7) 


où g (z) est un polynôme de la forme (2) à coefficients complexes. 
Etudions la représentation asymptotique des valeurs propres du 
problème sur l’axe tout entier et sur un demi-axe. Soit a, — p,ei®, 
Po > 0 ; on admettra que sont satisfaites les conditions: 1) | 6 | < 
< 7x; 2) 0 Æ 0 si m est impair pour le problème sur le demi-axe. Le 


spectre du problème sur l’axe tout entier et sur le demi-axe est 
alors discret. 


Le changement de variable 
z—E it, e— |A" 
ramène l'équation (7) à l'équation analogue à (1): 
y"—u?Q (£, e)y = 0, (8) 


m1 


p=lA ln, QU e)= ab" cis + À aetrt, 


où p = ArgÀ, —n << 7. Il est clair que pour |Ee | petit, la 
structure des points de retour de l'équation (S) est environ la même 
que pour € = 0, c'est-à-dire comme pour l'équation 

w"— pu? (ap — 89) w = 0. (9) 


3.1. Topologie des lignes de Stokes de l'équation (9). Les points 
de retour sont 


m ? ? 


p)= prier, pet, Drm; 
t 


ils sont tous simples et situés sur le cercle | £ | = p5!". Notons 


b 
S(a, = | ÿ at" —e® dt. 


Soient C° le plan de £ complexe muni de coupures le long des rayons 
mid= pes, pm p< oo issus des points de retour, ZX, le 
secteur Yr.1 << Arg & << x. On numérotera les points de retour, les 
10 
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rayons, etc., modulo m. La détermination de la fonction S$ — S$ (0, 2) 
contenue dans le domaine C° sera normalisée par la condition 


V'at" — eiv | t—0 = ie iqi2, 


La fonction $S (0, :) s'exprime au moyen de l'intégrale de Chris- 
toffel-Schwarz, d'où il suit que le secteur Ÿ, est envoyé bijective- 


Ce. "4 


ment par la fonction S sur un domaine Y, du plan de $ complexe. 
La frontière de ce domaine est une ligne polygonale composée de 


segments T', — [0, P;] et de rayons T' ; ={[P;, ol, j—k —1,k; 
T, et l;. font un angle de 5x'2 au point P; (l'angle est pris à l’inté- 
rieur de Ÿ;). Ici P; est l’image du point de retour &,; (œ): 


1 r — 
10 VS mr: V : r (1 


0 


Fixons œ et montrons que si l, n'est pas une ligne de Stokes, 
alors il est contenu dans un domaine D de type demi-plan et 9D 
contient les lignes de Stokes issues du point de retour &:. 

Soient lé et l'; les bords de la coupure l, appartenant respecti- 
vement aux secteurs 2,4, et Zn. 


Supposons que la droite L: Re S — Re P, est contenue dans Ÿ, : 


alors Ÿ L renferme un demi-plan D de la forme Re S > Re P, ou 
Re S << Re P,. Sa contre-image est le domaine D cherché et celle 
de la droite Z est constituée de deux lignes de Stokes formant 0D. 


Supposons que ©, ne contient pas L; il contient alors l’un des 
rayons verticaux d’origine P,, Re S$ — Re P, sur un rayon que 
nous désignerons par L’. La contre-image de L’ est une ligne de 
Stokes L’. 

Soit D un domaine borné par des lignes de Stokes et par L’. Le 
secteur =,+., contient entièrement soit une ligne de Stokes L* d'origi- 
ne &:, soit deux lignes de Stokes. Désignons par D* le domaine limité 
par li et L*; s’il existe deux lignes de Stokes, prenons pour L* celle 
d’entre elles pour laquelle D* ne contient pas de lignes de Stokes. 
Le domaine D — D*{\] D7|] F, contient le rayon l, et pas de 
points de retour; D est le domaine cherché. 


3.2. Complexes de Stokes. De la condition 1) il suit qu'il existe 
un domaine D * (œ) de type demi-plan qui contient un demi-axe de la 
forme {a, + œl. Les rayons frontières du secteur S + : 1p_ << Arg p << 
+, Vs = (Er — 0)/(m + 2), sont asymptotes des lignes de 
Stokes bornant le domaine D* (@). Montrons que le point de retour 
Go (p) est situé sur 0D* (œ) pour tout . 
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Supposons que #_ << #, << %; le rayon l, (p) est alors contenu 
dans le secteur S.. En vertu du n° 3.1. ce rayon est contenu dans un 
domaine de type demi-plan qui doit nécessairement coïncider ici avec 
D* (g). Ce qui prouve cette assertion pour |œ | 1, à = [(m — 
+ 2) @ — 28]/m. Supposons que & € [n, x — (21 m)]}, alors SES, 
et le secteur S, ne contient pas de point de retour. Considérons 


l’image DR du secteur Z. On a 
ArgP,=n/2+taxn, Arg P_, — Arg P, — 2x/m, 


de sorte que Re P,<Re P_, <O0 et ©, contient donc le demi- 
plan I: Re S<Re P,. Comme Arg S (0, x)— x + 0/2 lorsque 
z—> oo, il vient Re S (0, x)—> —o et l’image du demi-axe 
[0, +ol pour a > 1 est contenue dans le domaine Il. Donc la contre- 
image de II est confondue avec le domaine D* (œ). 

D'après les conditions 1) et 2), il existe un domaine D” (œ) de 
type demi-plan contenant un demi-axe de la forme |—o, —al. 
Si m est pair, Omye (p) € 0D”(q); si m est impair, Em+1/2 (@) & 
€ 8D7 (œ) pour 0 < 8 < net Üm-1/2 (q) € DT (p) pour —r < 8 < 0 
Ceci résulte des raisonnements ci-dessus. 

Supposons que m est pair; le complexe de Stokes reliant +oo 
à —o doit alors nécessairement contenir les points de retour 
Co (p) et Emme (æ). Ces points doivent être situés sur une ligne de 
Stokes finie et, en particulier, l'intégrale S (Ë, (p), Emy2 (@)) doit 
être imaginaire pure. D'où il s'ensuit que les points +oo et — 
sont reliés si et seulement si 


œ —= 260/(m + 2). (10) 
Simest impair, les points +o et — sont reliés si et seulement si 
— (20 — n)/(m +2), 0O<B<n: — (28 + x})/(m + 2), 
nr <6<0(. (11) 
Les points 0 et + sont reliés si et seulement si œ est de la for- 
me (10), que m soit pair ou impair. 


3.3. Représentation asymptotique des valeurs propres. Les points 
de retour de l’équation (7) sont de la forme 


Cr (D, €) = Ca (p) [4 +2 Cjn (P) | , 


où la série converge pour les petits | e |. Il existe un complexe de 
Stokes reliant oo à —o (ou O0 à +) pour @ — p,(e), où y, (E) 
est une fonction régulière pour les petits € => 0, æ, (0) — mo, et poest 
de la forme (10) ou (11). La représentation asymptotique des valeurs 
propres du problème sur l’axe tout entier est donnée par la formu- 
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le (5), où il convient de remplacer À par u et gparQ (&,e). Lecontour 
C englobe la ligne de Stokes reliant les points &, (@) et &r (&o), où 
k = m/2 pour m pair et k — (m -- 1)/2 pour m impair, 0 <60< x, 
k = (m — 1)/2 pour m impair, nr <6<0. On a 


$ V'aot" — eive dt| =|Im(?2,—P,)|, 
C 
et la représentation asymptotique des valeurs propres est de la forme 
À, — A nCme on2m/0m+2) [4 + Ÿ œn-thien+?) | , 
k=] 


où œ, est de la forme (10) ou (11), 


TE . ET 
A= | 00 [m2 [LES GR EM TT 
° EF (1/m) cm 


et Cm —= 1 pour m pair, c, — cos x/(2m) pour m impair. 


$ 7. Problème aux valeurs propres 
à points singuliers réguliers 


1. Position du problème. Considérons l’équation 
(A — #)u" + p (uw + [Ag () + r ()lw = 0, (1) 


où les fonctions pi(z), q (z) et r (z) sont holomorphes dans un domai- 
ne simplement connexe D contenant l'intervalle 7 = [—1, 11. 
L'équation (1) admet deux points singuliers z = 1 et z = — 1, 
tous deux réguliers d’exposants caractéristiques (0, p+), (0, p-), 
où p4 — À + p (+ 1)/2. Le point 3 = 1 ne sera pas singulier si et 
seulement si p (1) — q (1) =r (1) —=0; ce cas et le cas analogue 
pour 3 — —1 seront exclus. 

La classe des équations de la forme (1) comprend l'équation de 
Legendre, l'équation hypergéométrique, l'équation de Mathieu, 
l'équation pour fonctions sphéroïdales angulaires allongées et pour 
fonctions sphéroïdales coulombiennes angulaires d'indice m = 0, 
etc. Les nombres 0. sont réels pour les équations énumérées. 

Soit U un petit voisinage du point z = 1. [l existe alors dans U 
un système fondamental de solutions (wi (z, À), wi (2, À)) de la forme 
suivante (chap. I, $ 2): 

1) Le nombre p, n’est pas entier. La solution wi est holomorphe 
dans U, 


w5 (z, À) =(1—7z)9+ D (z, À), (2) 
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la fonction WE est holomorphe dans U. Introduisons la normalisation 


wi (1, À) = w5 (1, À) = 1; les fonctions wi (z, À) et w2 (z, À) sont 
holomorphes par rapport à l’ensemble des variables (z, À) pour 
zElU, ÀEC. 

2) Le nombre p+ <0 est entier. La solution wi est comme dans 1), 


uw (z, À)=0,(À)wi(z, à)In({—:)+(1— 2) w$(z, À), (3) 


la fonction w35 est holomorphe dans U et n’est pas égale à O pour z — 
— 1. Le coefficient 6. (À) est un polynôme de À. 

3) Le nombre p+> 0 est entier. La solution w{ est de la for- 
me (2) et est holomorphe dans U, 


uÿ(z, À)=w$(z, À)+0.(À)ut(z, À)In({—:), (4) 


où la fonction w3 est holomorphe dans U, 6, (À) est un polynô- 
me de À. 

Dans n'importe lequel de ces cas l'équation (1) admet une solu- 
tion holomorphe en z — 1. Il existe un système fondamental analo- 
gue («7 (z, À), w3 (z, À)) au voisinage du point z = —1. 

On dira qu'un nombre à est une valeur propre de l'équation (1) 
(sur l'intervalle ]— 1, 1[) s’il existe une solution w (z, À) = 0 
holomorphe aux points z — 1 etz — —1. Cette solution sera appelée 
fonction propre ; de la théorie analytique des équations différentielles 
il suit qu’une fonction propre est holomorphe dans le domaine D. 
Désignons par © l’ensemble de toutes les valeurs propres. 

Cette position du problème aux valeurs propres diffère de la posi- 
tion classique dans laquelle les conditions aux limites sont données 
aux points z — À et z — —1. Par exemple, pour l'équation de 
Legendre 

(1 — 2°) ww" — 2zuw° — ÀAw = 0 
les conditions aux limites sont 
[uw (—1) 1< oo, [uw (1) [<< oo. 


Pour cette équation p- — p+ = 0 (variante 3)), de sorte que l'une 
des solutions est holomorphe au point z = 1, l'autre possède une 
singularité logarithmique (idem pour le point z: = — 1). Dans le 
cas général, les conditions aux limites pour le problème aux valeurs 
propres peuvent être de la forme suivante: 


put) (—1)<oo, [ut (1) 1< oo, 


où les nombres #7, peuvent être exprimés en fonction de p:. 
Le spectre Z coïncide avec l’ensemble des zéros d'une fonction 
entière d’ordre de croissance. < 1/2. Donc 


2 À [—1/2+8 œ, 
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où la somme est étendue à tous les À, € ZX {0}, ete > Oest arbi- 
traire. [Il est visiblement impossible d'obtenir une information plus 
précise sur le comportement des valeurs propres À,, 7 —+ co, dans le 
cas général. Dans ce paragraphe on a trouvé la représentation asymp- 
totique de À, sous la condition que q (x) > 0, zx € J. Cette condition 
est réalisée pour toutes les classes d'équations énumérées ci-dessus. 


2. Faux spectre. Si À € ©, l'équation (1) admet une solution 
univalente dans le domaine D : une fonction propre (il n’est question 
que des solutions non triviales). Cette solution est univalente visible- 
ment dans le domaine D muni d’une coupure le long de l'intervalle 7, 
c’est-à-dire dans D XI. Posons le problème suivant. Supposons que 
pour un certain À l’équation (1) admet une solution univalente dans 
D X I. À sera-t-il valeur propre de l’équation (1)? Trois cas peuvent 
se présenter : 

I. Les nombres p- et p. ne sont pas entiers. Dans ce cas ou bien 
À E Z, ou bien les solutions uw et w3 sont linéairement dépendantes, 
c'est-à-dire que 

w5 (2, À =C(À)w5 (3, À). 

JI. Le nombre p- est entier, p+ ne l’est pas. Dans ce cas ou bien 
À € Z, ou bien les solutions w% et w; sont linéairement dépendantes, 
c’est-à-dire que 

W3 (2, A =C(Aui(z, À). 

III. p- et p} sont entiers. Dans ce cas À € Z. 


Désignons par Ÿ l'ensemble de tous les À 6 Z pour lesquels 
l'équation (1) admet une solution univalente dans le domaine 


D\ I. Appelons l’ensemble Ÿ faux spectre. De I-IIT il s'ensuit qu'u- 
ne condition nécessaire et suffisante pour que À € Z [J Z est que l’un 
des quatre couples de solutions canoniques (wi, w1), (wT, w3). (w5, 
wi) et (w5, w5) soit linéairement dépendant. 

Si ÀAE ZU ©, le groupe de monodromie G de l'équation {{) 
peut être entièrement décrit dans le domaine D. En particulier, 
ce groupe est résoluble et dans le cas III il est nilpotent. 


3. Représentation asymptotique des solutions de l'équation (1) 
dans le domaine D\ I. Introduisons les notations 


Ve 
Î(a, )=exp{—— | EU, at}, 


1—22 


0 (2, m5 0)= (1) (a, exp ins (a, 2)}. 
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Lorsque 1—> œ l'équation (1) admet une solution asymptotique 
formelle de la forme 


un () dt}, 


Q —_—_—, 43 


wi,2(2, )=09 ,(2 dexp{S (+ n)* 
k=—1 


où le signe + (resp. —) est pris pour la solution w, (resp. w.). Les 
fonctions y, (z) se déterminent à partir des relations récurrentielles 


Yn+s (2)= L'uk (2) + p (2) vx (5) + S y5(2) unes (2) | . 
VE q (2) 3=0 
na=-1% 10, (6) 
4q (= : 
… q' (:) \2 p° E 
V1 (z) = ES [us (2)+r (z ) + (LT 3 (2) ) — EE |, 


« 


g()=g()A—2)t, p()=p(s) (A2), (= r (2) (A2) 
Dans la suite on admettra que 
g()>0, —-1<zr<1. (7) 


Vu que la représentation asymptotique des solutions ne nous inté- 
resse qu'au voisinage de l'intervalle /, on peut admettre que q (2) # 0 
dans le domaine D. Soit II le demi-axe Re n >0,|Impul< 4, où 
A > 0 est fixe. On étudiera la représentation asymptotique des 
solutions pour UE II, u— c. 


3.1. Lignes de Stokes. Soit À > 0; l'intervalle Z = [—1, 1] est 
alors une ligne de Stokes. Les lignes de niveau Re S (a, z) = const 
proches de Z sont des courbes analytiques fermées simples englobant 


l'intervalle 7. La fonction V3 (z) se décompose dans le domaine 
D\I en deux déterminations holomorphes. Prenons la détermination 
de la racine qui est strictement négative sur le bord supérieur de la 
coupure J: 


Vo&+i0) <0, —{<r<i; (8) 
alors 


Vou—i0)>0, —1<r<1, 
Vio=-i Viol, z>1. 
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Pour un tel choix de la détermination de la racine, on a 
Re [iS (1, z}]]<<0, zE D\XI, (9) 


où l'intégrale est étendue à un chemin contenu dans D\I. La 
ligne de niveau Im S (1, z) = a, pour a >> 0 petit, est une courbe 
fermée simple englobant l'intervalle 7. Remplaçons le domaine D 
par le domaine Im S (1, z) << a et désignons le domaine obtenu enco- 
re par D. 

Le domaine D X Test de type couronne. La fonction $ = S (1, z) 


est infinivalente dans ce domaine. Désignons par D la surface de 


Riemann de la fonction S considérée dans D XI (D est le revêtement 
universel de D D); la fonction S (1, z) est alors à un feuillet dans le 


domaine D et l'envoie dans la bande G: 0 << Im S << a. Ceci étant, 
la partie de dG sur laquelle Im S — 0 est composée d'une infinité 
de segments identiques Lo, Li, Lu, Lo, Lo, + . ., OÙ Lo, l’image du bord 
supérieur de la coupure J, est de la forme [0, ib], b > 0. 


3.2. La solution w.. Les solutions de l'équation (1) sont générale- 
ment des fonctions infinivalentes dans le domaine D NX I et leurs 


surfaces de Riemann sont confondues avec D. Il est donc nécessaire 
de définir soigneusement la notion de solution. Fixons un point a € 
€ 0D, a > 1, et donnons-nous un germe «# (5, nu) d'une solution en ce 
point. Le prolongement analytique de ce germe suivant tous les 
chemins d'origine a nous conduit à une fonction multivalente dont 
chaque germe est solution de l'équation (1). Désignons aussi cette 
fonction par w (z, u). Retranchons de la bande G les e-voisinages des 


images de tous les points de retour et désignons par D: la contre- 
image du domaine obtenu. Pour u € IT, Re u > a, > 1 et pour tout 
N > 1, l'équation (1) admet une solution de la forme 


N z 
wY(z, p)=ui(z, h; a)exp{ nu} | y3 (1) dt} [1+O(u-N-1)], (10) 


où l'estimation du résidu est uniforme en z appartenant à tout com- 
pact À Di. La solution wi est holomorphe par rapport à WE II, 


Reu> a, > 0 pour tout z€ D: fixe. Le développement asymptoti- 
que (10) peut être dérivé un nombre arbitraire de fois par rapport 
à zet à u. Dans la suite on conviendra d'écrire w, pour w}. 


4 Le. 4 
Au voisinage de a choisissons la détermination de Æ (z) telle que 


Vac=ers|7 gt). 
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Remplaçons ensuite la fonction w° (z, u ; a) par la fonction 
u(z, p)={g(2)1744 f(a, s)exp{insS (1, :)}, 


ce qui revient à multiplier la solution w, par une constante. 
L'existence du développement asymptotique (10) résulte de ce 


que tout point z € D; peut être relié à a par un chemin canonique . 
Pour y on peut prendre la contre-image du segment situé dans G, et 
reliant les images des points mentionnés. Le germe initial de la 
solution &, pour z = a est égal à w, (a, u) = 1 + O (p-\-t). 

Supposons que —1 << x <1, la courbe &* (x) relie les points 
a et x et Im z > 0 sur cette courbe. Désignons par w, (x -— i0, u) 
la valeur obtenue en prolongeant &w, analytiquement le long de 
a* (x). Sia- (x) est la courbe symétrique de &* (x) par rapport à l’axe 
réel, nous désignerons par w, (x — i0, u) la valeur obtenue en pro- 
longeant w, analytiquement le long de &- (x). De (10) il s'ensuit 
que pour —1 + ô<Sr<i—6ô,où0<ô<1,0ona 


wi(r+i0, p)= —5 19 (x)17"4 [1 + O (n°1) - 


“ exp{— in Vo) dt——+ | p(t)dt} , 
1 a* 


_ (11) 
w(z—i0, p)=1{g(x)i "#1 +0 (ut): 


x exp {ip LE dt——+ | p(t) dt}. 
i a” 


On remarquera que la solution w, décroît exponentiellement 
jorsque u—+ ©, u € II, en tout point z € D, ce qui découle de (9). 


3.3. La solution w.. Fixons un point b de la lèvre supérieure 
de la coupure J et soit B = S (1. b), où l'intégrale est priselelong du 
chemin —a@&* (b). Désignons par Gi l’ensemble de tous les points S € G: 
reliables au point B par une courbe le long de laquelle Re (iS) est 
décroissante, et par D? sa contre-image. La projection de l’ensemble 


D: sur le plan Z s'obtient en retranchant de l’adhérence du domaine 
D\T les voisinages des points z: = —1, : = 1 et de la lèvre inférieure 
de la coupure J. 

Pour LE II, Re u > a, ÿ 1 et pour tout N > 1, l'équation (1) 
admet une solution w> de la forme 


N £ 
uw (2, u)=u°(z:, LL: a)exp{S (un)? | y; dt}11+0O(u-*-1)}, 
J=1 a 


(12) 
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l'estimation du résidu est uniforme en z appartenant à un compact 


quelconque À € D. Les autres propriétés de la solution &\ sont les 
mêmes que pour la solution &\. On écrira w, pour w? et comme plus 
haut on remplacera la fonction w° (z, up; a) par la fonction 


u®(s, p)={7( A f(a, z)exp{—inS (1, 2)}. 


On remarquera que la solution w, croit exponentiellement pour 


u + o,u€ll,enchaquepointzE€ DE I en vertu de (9). Les solutions 
w, et w. forment un système fondamental de l'équation (1). En 


choisissant qu4 (a) comme au n° 3.2, on obtient 
w,(z+i0, p)= —i ]q (x) "4 (140 (u°1)] x 


+, EXP {iu Vo) dt — | p(#) dt} . (13) 


1 


Cependant la formule (12) ne permet pas de calculer la valeur 
Wa (x — i0, pu). 


3.4. Matrices de passage. Trouvons la représentation asymptoti- 
que de la solution w, sur la lèvre inférieure de la coupure, c’est-à-dire 
la valeur w, (x — i0, u). Fixons un point x € ] — 1, 1[ et soient 
at —= a+ (x)les chemins décrits au n° 3.2, y* — &* («-)"!, de sorte 
que y* est une courbe fermée simple contournant le point z = 1 
dans le sens positif. Posons & = (w,, w.)T; alors 


w(z—i0, p)=T,(u)æw(r+i0, p). 
Introduisons les notations 


a. = exp {2rip.}, A = exp{ N pla, | ’ (14) 
k=-0 


Lan — —® Yan (t) dt, Gon+1 = | + |) Yen+1 (t) dé. 
‘A a” at 
Pour LEÏT, u — oo, on a 
ti, (h)=0(u®), li: (u)= À, (15) 
ta (n)=—A"'a;"+O(u-®), 1,(p)=1+a"+0(u-®). 
En effet, 
wi(z—i0, p)=t,;w,(z+i0, p)+t,w.(z+i0, pu), 
wi(z—i0. p)=tw(x+i0, p)+t,.w;(r+i0, p). 
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Comme Voz—i0) = V3 (z+ i0). il vient ÆS(1, x—:i0) — 
= —S(1, x+i0) et par suite 
wi(r—i0, HR) ws(r+ iv, p) 
wi(z—i0, M) us(rz-r it, H) 


+O(u-®), 


d'où il suit que {,,(u)—O(u-®). 

En remplaçant les solutions w, (x — i0, u) et w, (x + i0, u) 
par leurs représentations asymptotiques (10) et (12), on obtient après 
simplification par eï“$ l'identité 


lie (u)=exp{ (u* | yn (t) dt—(—u)* | Yn (4) dt} 
k=0 a” at 
à un terme d'ordre O (u-*) près. Les fonctions y.4 (2) sont univalentes 
au voisinage du point z — 1 en lequel elles admettent un pôle, de 
sorte que 


À Yon (4) dt — | Yan (4) dt = — À Yen (4) dt. 

a” a* v* 

Par ailleurs y,+,(2) = Vo) Yon+1 (5)+ OÙ Yen+, (2) est une fonction 
univalente dans un voisinage du point z = 1. Donc &.:+, est inde- 
pendant duchoix du point x € | — 1, 1[. Ce qui prouve la formule (14) 
pour l'élément {'.. On a 


w*(z—i0, u) = 7, (u)æw*(xr+i0, pu), 
où æ&* est un système fondamental canonique de solutions (n° 1). 


Les valeurs propres de la matrice T, (x) sont égales à {et a’, les va- 
leurs propres de la matrice T', (u) sont les mêmes, puisque ces matrices 
sont semblables. Le théorème de Viète nous donne le développement 
asymptotique des éléments £}, et 1. Les formules (14) et (15) 
permettent de trouver la représentation asymptotique de la solution. 


Remarque. Les formules (14) et (15) relatives à la matrice de 
passage T'; (u) sont valables pour le cas général. Supposons que les 
fonctions p (2), q (z) et r (z) sont holomorphes en z = 1, q (1) 0 
et U est un petit voisinage de ce point. Pour À >> 0, du point z = 1 


z 
est issue une ligne de Stokes / définie par l’équation Re{ pi | Var) — 
Î 


= 0. Pour fixer les idées on admettra que Re (2: — 1) <<0 pour 
zELNU, zZ1, et on choisira la détermination de V/g(z) qui 
est telle que Re [iS (1, z}] < 0 dans U XL. Alors il existe dans 
UT un système fondamental de solutions (w, (z, À), w2 (z, À)) 
pour lequel sont valables les développements asymptotiques (10), 
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(12). Dans ce cas le rôle de Z est tenu par la ligne /, et par z + i0 et 
z — i0 on entend des points situés sur les lèvres supérieure et infé- 
rieure de la coupure {. Les formules asymptotiques pour la matrice 
de passage T, (1) restent en vigueur. 

Fixons le point x + i0, —1 << x << {, situé sur la lèvre supérieu- 
re de la coupure Z et prolongeons analytiquement le système fonda- 
mental de solutions & (x + i0, u) le long de la courbe simple y- 
d’origine x + i0 et d'extrémité x — i0, qui contourne le point z — 
= — 1. On obtient alors le système fondamental w! (x — i0, nu) 
Æ w (rx — i0, u). On a 


vo (x + i0, u) = T, (pu) w?t (x — i0, u). 
On démontre comme plus haut la validité des formules asymptotiques 
E(u)=1+a*,  H,(u)=0, (16) 

t,(u)= —ABa’. t;,(u)= —(4B)! 


pour u— co, u € IT aux termes d'ordre O (u-®) près. Les expressions 
de a- et de À figurent dans (14), 


B=exp{in TT (e) a+ © pt $ ya () dt} (17) 


où y est un contour fermé simple, contournant l'intervalle Z dans le 
sens positif. Le terme principal du développement asymptotique est 


1 me 
B=exp { —2iu | y” 10 | dt + ri (p++p_—1)} [1 +0 (u°t)}, 
“1 


où la racine est arithmétique. 


&. Représentation asymptotique du spectre. Supposons que À € © 
et soit w (z, À) une fonction propre; dans un petit voisinage du 
pointz=a a€tD,a>i,ona 


uw (z, À) = c (à) wT (z, À), 
oùc(À) = (c, (À), c (À)), & (2, À) est le système fondamental de solu- 
tions (w, (z, À), w: (z, À)). Pour que À soit un point du spectre, il 


est nécessaire et suffisant que la solution w soit univalente aux 
voisinages des points singuliers z = 1 et z — — 1, de sorte que 


cu) Tiu)=c(u), cu) Ta (u) = c (u). 


La première de ces équations nous donne c à un facteur multiplicatif 
constant près: 


C—= (a°À, — À), (18) 
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la deuxième nous donne B = a_az. L'équation (1) possède donc une 
séquence infinie de valeurs propres À, = u} admettant le développe- 
ment asymptotique 


pn À V9 (2) dr —à » be * ® un (2) ds = 2nn +2 (p+ + p.), n— 00. 
Y k=—0 


; 
Le contour y est le même que dans la formule (16), la détermination 


de V3 (z) dans le domaine D \XJ est choisie conformément à (8). On a 


——_— 1 — 
& Vécoas= —2 ([Vaclaz. 
Y —{ 


Ÿ yo (2) dz = ni (SE _ 1} , 
y 


de sorte que le terme principal de la représentation asymptotique es 
de la forme 


m=n(r—+it(o( Dpt 


x[ (y dx] +0(+), n+00.  (19} 


1 
1 


Cette formule a été établie dans [54] sous la condition que p (—1) >- 
> 0, p (1) < 0, mais sans hypothèse sur l’analyticité des fonctions p, 
get r. Si p, get r sont réelles, la n-ième fonction propre admet 
exactement n zéros sur l'intervalle ]—1,1[ et la formule (19) donne la 
représentation asymptotique de la n-ième valeur propre. Comme au 
$ 9, n° 2,on peut obtenir un développement asymptotique de la 
forme 
S) ant, n— 00, 

De la formule (19), il s'ensuit que si la fonction p (x) est à va- 

leurs complexes, les valeurs propres À,, r > 1, sont situées à l’inté- 


rieur d’une parabole dans le plan de À complexe qui contient le demi- 
axe ]0, + of. De (18) il vient 


W, (x) =a;'w, (x, À,)— Au, (x. À), 


ce qui permet de trouver le développement asymptotique de la 
fonction propre w, (x) sur tout intervalle de la forme [—1 — 6, 
1 — 6], O0 < ô <'1. Pour trouver la représentation asymptotique 
d'une fonction propre au voisinage des points z — + 1, on peut 
appliquer les résultats du chap. IV, $ 4. 
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5. Représentation asymptotique d’un faux spectre. Pour qu'un 


nombre À appartienne à l’ensemble Z |] Ÿ, il est nécessaire et suf- 
fisant que 


c(u)Ti(h)T:(u)=c(), 
c’est-à-dire que la matrice T, (u) 7, (u) doit avoir une valeur propre 
égale à l'unité. Des formules (15) et (16) il s'ensuit que soit B — 


— a_a+ et alors À € ©, soit B — 1 et alors À E> si a_a+ = 1. Si 
a-Æi,a; 1,a_a, = 1, il est impossible de discerner un spectre 
d’un faux spectre. De l'équation B = 1 et de la formule (16) on 


déduit la représentation asymptotique des points Àn = UE du faux 
spectre. Le terme principal de cette représentation est égal à 


= [m+< PDP) _1)1x 


<CIvÆr +0 (+ Jr m0. 


$S 8. Approximation quasi classique 
dans les problèmes de diffusion 


1. Position du problème. Considérons l’équation 
Mg (x) y = 0, (1) 


où À >> 0 est un paramètre, g (x) une fonction à valeurs réelles. A 
cette forme se ramène l'équation de Schrôdinger 


— 5 b+IU (2) —E] p=0, 


qui décrit le mouvement en dimension un d'une particule de mécani- 
que quantique de masse m douée d'une énergie Æ dans un champ 
potentiel d'énergie U (x). On admet l'existence des limites 


Jim g(z)=g: #0. (2) 


En mécanique quantique on étudie les problèmes suivants: 


1. Problème de réflexion sur une barrière de potentiel de largeur 
infinie. Dans ce cas 


g- < O0, gx > 0, 
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il est possible que g+ = + (le cas g_ >> 0, g+ << 0 ne sera pas 
discuté). Supposons que l'intégrale 


fuVam IVe dr < 00 (3) 


converge ; pour tout À > 0 fixe, l'équation (1) admet alors un systè- 
me fondamental de solutions (y, yz) tel que 


io |g-|Uéetiks, ze — oo, k_=21|V g |. (4) 


La solution y: (resp. y:) décrit une onde partante vers la droite 
(resp. la gauche). S'il existe une onde y; partante vers la droite, elle 
se réfléchit sur la barrière, c’est-à-dire que lasolution est de la forme 


y(x, À)=yi(z, À)+a (à) y2(x. à). (5) 

Pour x— +, la solution doit nécessairement s’annuler : 
y(+o, À) —0. (6) 
La quantité R — |a(À) | s'appelle coefficient de réflexion sur la 


barrière et il est immédiat de vérifier que À (À) = 1, de sorte que 
seule la phase de la fonction a (À) présente de l'intérêt. 
Supposons que les limites g+ > 0 et g_- << 0 sont finies, la con- 
dition (4) est satisfaite et l'intégrale 
+oo 


| 'HIVaG@I—1V a+11 dr < 0 (7) 


converge. L'’équation (1) admet alors un système fondamental (y;, y5) 
et un système fondamental (y, y5) tel que pour z— + 


yi(z, À) geleitex, y (x. À) æ [qalWie-ihex, k, 22] gl. (8) 


La position du problème de diffusion dans ce cas est exhibée au $ 11, 
chap. II. Ce problème admet deux variantes. 


2. Problèmes de traversée d'une barrière de potentiel. Dans ce cas 
la fonction g (x) présente des zéros. 


3. Problème de réflexion dans le cas où q (x) << 0. 

Dans ce paragraphe on détermine la représentation asymptotique 
d'une S-matrice pour À—> + œ sous l'hypothèse que la fonction 
q (z) est holomorphe au voisinage de l'axe réel. 

Au chap. II, $ 11, on a montré que l'équation (1) admet un syste- 
me fondamental de solutions de la forme 


2 (a À)= 4 (z)exp {HAS (a, 2)+ 3 (HA) 4 | œ(H) dt}, (9) 
h=1 


11—01011 
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x 


Vatdt, a(x)= 1 (10) 


S'(a. zx) = TER 


Q Cn—, 


les fonctions &, (x) étant données par la formule (3) du $ 3, chap. II. 
Dans toute la suite on admettra la convergence des intégrales 


+ 00 


| læx (2)] de, À Lex (#)1 dé, k=1. 2, (11) 


Pour déterminer le terme principal de la représentation asymptoti- 
que, il suffit de conjecturer la convergence de ces intégrales pour 
k = 1. 

Pour établir les formules asymptotiques, on admet d’abord que 
q (z) est une fonction entière et que sont convergentes les intégrales 
des fonctions | &; (z) | étendues à tous les chemins canoniques y 
qui sont nécessaires à la résolution du problème. Ces formules sont 
toutes valables sous des conditions moins astreignantes sur la fonc- 
tion g(x). En particulier, l’analyticité de la fonction n'est nécessaire 
qu’au n°4. 


2. Réflexion sur une barrière. La fonction q (x) est = 0 pour 
z> a 51; considérons les déterminations de Vgq (x) et de Yq (x) 
qui sont strictement positives pour z> «a. Pour chaque À > 0 
l'équation (1) admet une solution y, (x, À) justiciable du développe- 
ment asymptotique (9) pour z—> + o. Cette solution satisfait la 
condition ÿ2 (+oco, À) = 0 et est définie par sa représentation asymp- 
totique à un facteur multiplicatif près. La représentation asympto- 
tique (9) est double : elle est valable pour z> a, À—+ + © uniformé- 
ment en x. La fonction q (x) est < 0 pour x< — a, où a ÿ 1. Les 
branches des racines pour x< — a seront choisies de telle sorte que 


Va@=ilVa@l, Vat@=eis |) (il. 


Pour chaque À >> 0 fixe l'équation (1) admet un système fonda- 


mental de solutions (y, (x, À), y. (x, )) avec le développement 
asymptotique (9) (double) pour x—> — oc. Dans la définition 
de ces trois solutions on n’a pas encore indiqué la limite inférieure 
d'intégration dans l'intégrale S (a, x), mais cette limite sera la même 


pour les solutions Yi et Yo. Pour tout À=>0,ona 


ya (x, 2)=a(à)yi(z, à)+a (à) ue (x, à), (12) 
ya (z, A)= a (à) gi (x, À)+ a (À) ÿi (æ, à). 
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La solution y, est réelle : 
Ye (x, À)=iy, (x, ?.), 
d’où 
as (À) = ia Q). (13) 


Les solutions y; sont proportionnelles aux solutions y;, de sorte que 
la détermination de la représentation asymptotique du coefficient 
a (À) de (5) se ramène à celle de la représentation asymptotique d’un 
des coefficients a, (À) et a: (À). 


2.1. Un seul point de retour. Supposons que q (x) présente un 
seul point de retour x, qui est simple ; alors q (x) > 0 pourxz > 7x, 
et g(zx) << 0 pour z<zx,. Posons a = x, dans le développement 
asymptotique (9) pour les trois solutions. Pour À = 0, on a alors 


Gites = eine (, 2 


= (14) 
yo (x, 2)=e-ivie- Boys (x, À), 


B.(&)=—2%1Va+ | (Va IV al dr, 


ce qui résulte de la comparaison des représentations asymptotiques 


des solutions y; et y; pour À fixe, x— — oo. 

Dans ce cas on peut déterminer la représentation asymptotique des 
coefficients a; (À) et a, (À) sans utiliser les matrices de passage. Du 
point de retour x, sont issues trois lignes de Stokes: ! = | — oo, 
Zo}, Lo et L5, où Im z >> 0 sur 1,. Soit D une bande étroite contenant 
l'axe réel. Le développement asymptotique (9) est alors valable 


dans D X IL pour la solution y., dans D X Ü pour la solution Y, et 
dans D X I, pour la solution y.. Les identités (12) nous donnent 


MORE ATEECTES (15) 

Ya (y2/ys) —(y:/yr) 
où les valeurs des solutions sont prises en tout point z,. Supposons 
que z, est proche de la ligne de Stokes /,, Im z, << 0. En vertu du 
choix des branches de V/q (2) et de Ÿ q (z) dans le domaine D X L,, 


on a pour la solution y, : 


Vatz—i0)=—i|Vaq(xl, /q(x—i0)=e-ivi | q(x)l 


pour z<<zx,. Donc les intégrants des intégrales figurant sous le 
signe de l’exponentielle dans le développement asymptotique des 


11% 
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solutions A et y. sont des fonctions qui sont confondues pour z = z,, 
de sorte que 
Een HE OT). 
F0? ÿy1 (Zo, À) 


Donc on a, à un facteur additif d'ordre O (À-®) près, 


a, (à) = = #0 D Lie {S (—1* | a (2) di}, 


Y1 (20. À) k=1 L_ 


où le contour l- relie + © à — en contournant le point x, par 
en bas. De (13) il vient 


Go (À) = ia, (A) — —exp{> (— à)" { œ (2) dz} . 


kh=1 le 


où le contour /, relie +—oo à — en contournant le point x, par en 
haut. La détermination de la fonction Y q (z) est choisie de telle 


sorte que Va(x) > 0 pour x>zx,. De (15) et des formules de 
ai (À) et a: (À), on trouve que le coefficient a (4) de (5) est égal à 


a(?)= —iexp{—2irB_ ajexp{> (— À)" | ou (2) dz) , (16) 


h=—1 


où le contour À contourne ]—, x,] dans le sens positif. 

Les formules établies permettent de trouver le développement 
asymptotique de la solution y, sur le demi-axe ]—o, x, — el, où 
eg >> 0 est arbitrairement petit mais ne dépend pas de À. Le terme prin- 
cipal de la représentation asymptotique est de la forme 


Vo. 2) = 219 (@IT#8 [ cos (2 VaGla-T+)+0 01]. 


Cette représentation est uniforme en x. 


2.2. Plusieurs points de retour. Supposons que la fonction gq (x) 
possède un nombre fini de points de retour, tous simples; leur 
nombre est alors impair. Soient x, 71 <<. . . <C Zom Ces points de 
retour. Les segments L,; = [xzoj_1, Toj] sont des lignes de Stokes. 
Par ailleurs, il existe une ligne de Stokes ! = ]—o, xl et de cha- 
que point de retour x; sont issues encore deux lignes de Stokes, 


l;, 15, et Im z: > 0 pour z € /;. Choisissons les solutions ÿ) comme 
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dans le n° 2.1; dans la formule (9) de la solution y, posons a = 
= Zoms de sorte que 


Ya(x, À) = q US (x) expÉ—ÀS (tom, t)}, ZT —+ + oo. 


Introduisons les systèmes fondamentaux élémentaires (u;, v;), 
(u$, 0%), (Uoj: Loi), (1j, V13) et (u_1, v_,) associés respectivement aux 
triplets (L;, TL}, D ;), (E5, T'j, D), (Lojr Los Dj); (Loi Loj- 1’ D) et 
(l, zo, D). Nous glisserons sur le choix des domaines canoniques D ;, 
D et des autres, car c’est le même qu’au $5, n° 3.2. On a ($5, n° 2.5) 


Yo (z, À) — einr/12 “Vom (x, ?), 
et du choix des solutions y , il résulte 
yi(z, À)=e-iviv. (2, À), ye(z, À)=e-iväu_.(z, à). 


Soit ® — (wjr (à)) la matrice de passage de (Usm; Vem) à (U-1, V1) ; 
alors 


ya (x, À) = 67/6 [os (À) ÿ (x, À) + os (4) Ye (x, À)]. 
de sorte que 


a (4) = eit/6u (À), a2 (à) = eit/6os (À). (17) 
Posons @,,,. , (À) = (op (À)) et désignons 
Xoj+1 
n; = | Va(z)dz > 0. (18) 
Xof 


Puisque 
Q — (2, -1s, om. 1 


et que les matrices Q, _,, Q,, sont définies par les formules (20), 
(15) du $ 3, il vient 


ao (À) = eit/einaÿ " 1 (À) O9 (À). (19) 


L'élément (d2 (À) a été calculé au $ 5, n° 3.1. de sorte qu’on 
obtient en définitive 


a.) = 2" exp {2 D n+is(m—1)} (II cos E, + O (71) |. (20) 
j=0 


D 
La présence du facteur à croissance exponentielle contenant à n; 


est liée au seul fait que l’intégrale S (a, x) est prise à partir du point 
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a = x, pour les solutions ÿy et à partir du point «a — Zen pour la 
solution y:. 
Supposons que la solution y est de la forme (5); alors 


y (x, 1) = exp {i + 8} a;"(A)y2(x, À). (21) 
Si l’équation (1) n’admet qu’un seul point de retour zx,, alors 
| a (À) | = 1 + O (À!) comme le montre le n° 2.1, et par suite 


à l’intérieur de la barrière de potentiel, c’est-à-dire pour z fixe, 
TZ Zoo — E, ONnA 


[y (x, À)I= Iy2(x. A) +0 (A). (22) 
Dans le cas de plusieurs points de retour, il s'ensuit de (20) qu’il 
existe des séquences de valeurs résonnantes {À;,}, j = 1,..., m, 
n —= À, 2, ..., de la forme 
hjn = (nn 7/2) 8; + O(n°i), n + 00. 
pour lesquelles | a; (À;:) | = © (n°) (on rappelle qu'il faut omettre 


le facteur à croissance exponentielle de (20)). Remarquons que les 


valeurs propres de l'équation (1) avec un potentiel q (x) égal à q(x) 
pour x € Îx;;_1, .jl et strictement positif en dehors de cet intervalle, 
admettent exactement la même représentation asymptotique. Nous 
glisserons sur l'explication quanto-mécanique de cet effet [19]. 
Pour les séquences {4,, } on a les mêmes développements asympto- 
tiques que pour les séquences de valeurs propres ($ 5, (11)). De (19) 


et de la formule de w., (À) (8 5, n° 3.1) il résulte 
[as (4 jn)| —=O(n-®), n— 00. 


On peut établir un résultat plus précis pour m = 1 (n° 6). 


3. Problème de traversée d’une barrière. Soient (y, y;) et (y;, 
y) les systèmes fondamentaux de solutions introduits au n° 1. 
Considérons le problème de traversée d'une barrière par une onde 
plane y; se déplaçant de la gauche vers la droite. Dans ce cas la 
solution est de la forme 


y=yi+R:()ys x<0. rl 51, (23) 
y=T},(À)yi, z 1, 
c'est-à-dire qu'à gauche de la barrière on a une onde incidente y; et 
une onde réfléchie R + (À) y; et à droite, une onde transmise T + (4) yi. 
Les quantités | R+ (À) |* et | T,; (À) | s'appellent respective- 
ment coefficients de réflexion et de transmission. Pour tout À > O, 
on a l'identité 


PACILESLACILEE (24) 
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qui est une conséquence de l'unitarité de la S-matrice (chap. II, 
$ 11). On pose de façon analogue le problème pour une onde se dépla- 
çant de la droite vers la gauche: 


y=y2 +R (à) yi, zx 1, 
y=T_(À)y5, z<0, 1x] 51. 


Supposons que tous les points de retour réels sont simples; 
ils sont alors en nombre pair: 2, << 2, <<... Zem_-1. Désignons 


les solutions y,» introduites au n° 2 par UT. 2 et introduisons les 
solutions yï.» justiciables du développement asymptotique (9) pour 
À >> 0 fixe, z—> oo. Posons a = z:»-, dans la formule (9), 
c'est-à-dire que 
yi,2(z, À) eq (x)exp{ÆRS (Zem-ss Z)}s TZ + + 00. 
Pour x > Zsm_1 Choisissons les déterminations suivantes des racines: 
VaG)=iVatl. a(@)=eivs |ÿq(x)l; 


pour tout ÀZ>>0, on a alors 


yi2(x, à)=eriniesteyf (x, 2), (25) 
+00 
Bi= tm lVal+ | (Va@—IVas dr. 
Pour chaque À > 0 fixe on a 
yi(x, A)æa(à)yi(z, À)+ a (À) ÿ5 (x, 2). (26) 


Des identités (14), (25) et de (23) il résulte 
_ “Oo _ _1 
R+ (A) = a (A) * . nn ai (À) 


ei(B+-B), (27) 


de sorte que le problème se ramène au calcul de la représentation 
asymptotique des coefficients a, (à) et a, (à). 


3.1. Deux points de retour. Dans ce cas on peut déterminer la 
représentation asymptotique des coefficients de réflexion et de trans- 
mission sans recourir aux matrices de passage comme au n° 2.1. Du 
point de, retour zx, sont issues les lignes de Stokes L_, — ] —o, 
Zol, Lo L?, du point x,, les lignes l, = [x, +ool, L,,lf,oùlmz>0 
pour = € L. z€l, Soit D une étroite bande contenant l’ axe réel. 


Prolongeons la représentation asymptotique de la solution yi (x, À) 
du demi-axe x >> x, au demi-axe z << xs. Le développement asympto- 


tique (9) est valable pour les solutions y}, Yr et y5 respectivement 
dans les domaines DX (SU L;), DK (ŒU EL) et D X HU LL). 
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Définissons le coefficient a,, (À) à partir de la relation (15) dans 


laquelle il faut remplacer ÿ) par y; et y: par y. Comme au n° 2.1, 
on obtient 


a,()= HE LOU), 
Cry (20, À) 

où Im z, << 0 et le point z, est situé au voisinage de la ligne de 
Stokes L_, (fig. 21). En appliquant le développement asymptotique (9), 
on obtient 
ay (À) =exp{A(S+ (Zi, 20) — (To 20))} [9+ (20)]7*# X 

x la (Got exp {3 44] À ou (9) dt— À au(#) dt] }, 

h=1 le I 


où le signe + (resp. —) correspond à la branche associée à la solu- 
tion y (resp. yi). D’après le choix des branches 
x1 
S4(zs 2) —S-(Zo 30) = | Va(t) dt > 0. 
Xo 
La ligne !, vient de + au point z, en contournant le point 7, par 
en haut et lepointzx, par en bas, puisque le développement asympto- 


Fig. 21 


tique de la solution y? est valable dans D (SU L-;,), la ligne 
vient de —œ au point z, en restant sous l’axe réel. Donc les bran- 


ches de g//° (z,) sont confondues et l’on obtient en définitive 


ai;(À)—exp{ÀsS (zo, r:)}exp { Y 27* À x (2) dz) , (28) 
R=—1 1 


! 
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où !, relie +oo à —o en contournant le point x, par en haut et le 
point x, par en bas. 


De façon analogue, en considérant le point z, à la place de z,, 
on obtient 


as (À) = —iexp{AS (xs r)}exp {5 AA | a, (2) di}, (29) 
h=1 lo 
où le chemin !, relie +oo à — en contournant les deux points de 


retour x, et x, par en haut. Les déterminations de Ÿ q (z) sont choi- 
sies sur les contours L, et L, comme dans le cas de la solution y:. 

La représentation asymptotique du coefficient R+ (À) résulte 
de (27) et (28), celle du coefficient T'+ (À) est de la forme 


T,(À)= —ie-"iB-exp {5 A * | ox (2) d1) . 
k=1 l 


où le chemin ! contourne le demi-axe ]—o, x,] par en bas. En 
particulier, pour À—- + 

Ra (GIE exp {—2àS (z0, 24). 

[T4 (4)[2= 1+0(exp{—22S (x, x;)}), 


de sorte que le coefficient de réflexion sur la barrière est exponentiel- 
lement petit. 


3.2. Plusieurs points de retour. Pour déterminer la représentation 
asymptotique des coefficients a, (à) et a; (À), prolongeons celle de 


la solution yi (x, À) du demi-axe x > zem+, au demi-axe z << x4. 
Dans ce cas, aux lignes de Stokes envisagées au n° 2.2 viennent 
s'ajouter les lignes de Stokes L,+1 et lm+1 (Im z > 0 sur L,,+:) 
et la ligne de Stokes Lomte = [Zom+1s +00 [. En plus des systèmes 
fondamentaux élémentaires du n° 2.2, introduisons les systèmes 
(Uom+as Vem+i) ©t (Uom+es Uom+e). On à 


y (zx, A) =e-iviu,,;2(x, À); 


les solutions yf » sont exprimées dans le n° 2.2 en fonction du sys- 
tème fondamental (u_,, v_,). On a 


ont, 2m — om +2. 2m+12m+4, 2m 


où la représentation asymptotique des deux dernières matrices est 
de la forme (15), (20) du $ 3. Donc 


Q | | = 7/6 Fin OU) 
2m+2, 2m 0 L1 + O (A1) 
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(n, est donné par (18)). Par ailleurs, 
Comte, 21 = Dom, 12m+2, 2m à 


quant à la représentation asymptotique de la matrice Q., _,, elle 
est calculée dans le n° 2.2. D'où il vient 


a; (7) =2"exp {a ai 1; + p} pu cos ÀE, +0 1) | , 


2=!{ 


n _ (30) 
a (4) —2" exp {3 > n + p} | Il cos ÀE; +0 Gi) | . 


Dans ce cas le coefficient de transmission peut ètre non pas de l’ordre 


m 


de exp {—2À N n,}, qui est défini par la largeur de la barrière, 
=Ù 


= 
mais d'un ordre largement inférieur à cause de la présence d’un fac- 
teur entre crochets dans la formule de a, (À). En particulier, il est 
possible que | T4 (4,)  — 1 + O (À;') pour une certaine suite 
{An}, lim À1 = +o. Ce cas sera traité dans le n° 5. 


170 


4. Réflexion dans le cas où qg (x) < 0. Au $ 11 du chap. IT on 
a trouvé la représentation asymptotique du coefficient 7; (À) et 
on a montré que R4 (ÀA)=0 (À1-*), 
À— + co. Montrons que le coef- 
ficient de réflexion sur la barrière 
est exponentiellement petit. La 
fonction S (0, x) envoie bijecti- 
vement l'axe réel KR sur l'axe 
imaginaire, donc il existe un do- 
maine D de type bande contenant 
R. Ceci étant, D — D*, 0D est 
composée de deux composantes con- 
nexes 0D * et 0D” symétriques par 
Fig. 22 rapport à KR; supposons que 

77 Im z>0 sur 0D*. 


4.1. Un seul point de retour sur 9D*. Désignons ce point par z,; 


alors D" 3 z,. Supposons que 2, est simple. Du point z, sont issues 
trois lignes de Stokes: L,, L, et L., la ligne L, admettant ]—,0 [pour 
direction asymptotique etlaligne L;,]0, + ol (fig. 22). Utilisons pour 
simplifier les matrices de passage. Considérons les systèmes fonda- 
mentaux élémentaires (u;, v;) associés à (L;, z,) ; on peut ne pas indi- 
quer les domaines canoniques, puisque Îles matrices de passage ne 
seront utilisées qu’à © (4-1) près. On a 


U,(3, À) æ cg" /4(z)exp{AsS (20, 2)}. 
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Cette représentation asymptotique est double: elle est valable pour 
À— +o, zE€ D fixe, que pour À > 0 fixe, Re z— +o, : € D. 
La solution u, est donc proportionnelle à y+. Comme Im S (2,, :) > 
> 0, 3€ l;, par définition d'un système fondamental élémentaire 
de solutions ($ 3), on obtient pour x réel 


S (20: T) = S (20 0)+S (0, x), 
B=ReS(z, 0) >0, 


S(0, x)=i | IV a G)l dt. 


4) 


Puisque D est simplement connexe, on peut y définir une déter- 
mination holomorphe de g!/*(z). Choisissons cette détermination 
de telle sorte que q?/t (x) = ei | q (x) [4 pour x réel. Par défi- 
nition d’un système fondamental élémentaire ($ 3) on a 

Cy—=eiñ, qi— lim Argg!'/(:). 
210. :Eli 


Donc, pour tout 2 >0, 
ui(z, A)=eintin/eaBtiient (z. à), 


œ (31) 
A,= | (Va@i-1V 921) dr. 
” 
Exprimons u, et v, en fonction de y; et y5. On a 
S (or TZ) = S (Zo: 0) + S (0, x), 
où cette fois-ci 
Re S (2, 0) <0, ImS (0, x) < 0. 
Donc 
Us (z, à.) — e-it/ätige-2B-irA y; (z. À). 
Ua(:. À)=e-ivi+iqerB+ikA y (z, 2), (32) 
A= | (IVa@l—IVa-Ddr, 
Q 
où p,—= lim Arggt/'(:). Exprimons u, en fonction de u, et vs. 
2—:0, :€l: 
Puisque mo 
1 1 1 | 
Q,3 0 = Q,0 0 ess; +06, 
il vient 


u,(5. A)={e-iV3+L0O (-1)] U3(z, À)+ ile is LO(t)]r, (sc, À). 


1472 ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE DANS LE PLAN COMPLEXE {CH. IIL 


De cette formule et des formules (31), (32) et (33), on déduit 
R+(A)= —iexp{—21(B+ i4_)}[1+O(X"1)], (33) 


de sorte que R + (À) décroît exponentiellement (Re B >> 0). On peut 
écrire l’expression de 2B sous une forme plus élégante, plus exac- 
tement 


2B=@ Vata ds, 
C 


où C est un contour fermé simple contenant les points de retour 2, 
et z, à l’intérieur. 

4.2. Deux points de retour sur 0D*. Supposons que 0D* contient 
deux points de retour simples z, et z, et, pour fixer les idées, que du 
point z, est issue une ligne de Stokes Z; admettant le demi-axe 
J0, + co pour direction asymptotique. Alors du point z, est issue une 
ligne de Stokes /,; admettant le demi-axe ]—, O[ pour direction 
asymptotique. L’arc !. de courbe 0D* reliant les points de retour z, 
et z, est aussi une ligne de Stokes. Par ailleurs, du point z, est issue 
encore une ligne de Stokes /,, du point z., une ligne de Stokes L,, 
et ces lignes sont extérieures au domaine D. 

Exprimons le système fondamental (u,, v,) en fonction du syste- 
me fondamental (u,, v:). À cet effet passons de la ligne de Stokes L, 
à la ligne Z, (la matrice de passage est de la forme (19), $ 3), rempla- 
çons ensuite l’origine z, de !, par z, (la matrice de passage est de la 
forme (14), $ 3) et passons de L, à 4 ((19), $ 3). On obtient en dé- 
finitive 


—i(a+a!) «a me 
(QE — eil1/3+@o) | ai N » A— ei.5o, 
L=|| Vrac]. (34) 
21 


La forme explicite du nombre w, est sans importance. Cette formule 
et les relations (31), (32) et (33) nous donnent 


R+ (A) = —2i [cos À, +0 (À-!)]exp{—ÿiÂE, — 21B, — 2ilA_}, (35) 


(L 
B; — | Vat)dz, ReB > 0. 
22 
On remarquera que 


| —_—— 
= Im ® Va) ds. 
C 
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où C est un contour fermé englobant les points de retour z, et z:. 
Dans cette formule on peut obtenir une série asymptotique à la 
place de O(A”1). 

On se trouve ici en présence d’un phénomène de résonance. Le 
coefficient de réflexion R + (À), ainsi qu'il ressort de (35), est expo- 
nentiellement petit, mais pour les valeurs À, de la forme 


Àn = (nr + x/2) Es 


il devient encore plus petit. On démontre que l'expression cos ÀË, + 
+ © (à”!) est de l'ordre O (4;°”) pour les valeurs À, de la forme 


œ 
es " Q 
bn = An + 2 an". 


4.3. Pôle simple sur 0D*. Supposons que 8D* contient un pôle 
simple z,. Vu que du point z, est issue une seule ligne de Stokes L,, 
celle-ci doit finir au point de re- 
tour z, € 06D*. On admettra que z, 
est un point de retour simple et 
que 0D* ne contient pas d'autres 
points de retour et de pôles (fig. 
23). Du point z, sont issues aussi 
les lignes de Stokes L, et Z, décrites 
au n° 4.1. 

E xprimons le système fondamen- 
tal (u,. v,) en fonction du systè- 
me (u:. l2). À cet effet il est né- 
cessaire d'effectuer les passages | 
suivants (on fait figurer entre pa- Fig. 23 
renthèses les numéros des formules 
du $ 3 donnant la forme de la matrice de passage) : de L, à 1,((19), 
mais il faut prendre la matrice inverse, puisque le passage se fait 
dans le sens négatif), de (L,, z:) à (L,, zo) (14), du bord droit de L, au 
bord gauche ((18), n = 1, matrice inverse), de (L,, zo) à (lo, Z1) (14) 
et de !, à L3 ((19), matrice inverse). Donc 


2—a—ax® —ia? 
Qu — eix/3 | | | ; œ — eir.se, 


— ia” 0 


21 
=] | Va |. (36) 
:0 

En exprimant u,en fonction de v, et v, et en tenant compte des rela- 
tions (31), (32) et (33), on obtient 


R4(A)= 2ilcos 218,+O (A )Jexp{—21(B+ 4_+t))}, (37) 
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où B = S (z,, 0), Re B > 0. Dans ce cas il existe aussi des va- 
leurs résonnantes de À de la forme 


Ân = (an++ +)E". 


5. Invariant adiabatique. Considérons l'équation 


z+ w? (et) z—0, (38) 


où w (t) > 0 pour t réel, w E C°(R) et existent les limites finies 
lim w({) = w, > 0. L'équation (38) est de la forme (1), 


où & = À, &* — —q. L’invariant adiabatique J (4, €) a été intro- 
duit au $ 11, chap. II, où l’on a établi la formule (18) qui exprime 
la variation totale de J (e) = J (+—oo, €) — J (— oc, €) en fonction 
de la S-matrice. Donc, J (e) décroït exponentiellement lorsque 
e—> —+0 dans les conditions des n° 4.1 à 4.3 et la formule asymptoti- 
que de 7T+(À) combinée aux formules (33), (35) et (37) de R+ (à) 
nous donne les formules asymptotiques de J (e). 


6. Problème de transmission complète. Supposons que la fonction 
q (x) satisfait les conditions du n° 3, D, (À) = | T + (À) | est le 
coefficient de transmission d’une onde se déplaçant vers la droite. 
Si la fonction qg (x) admet deux points de retour simples, D; (À) 
décroit strictement pour À > 1. Si elle admet plus de deux points de 
retour, D. (À) présente des maximums locaux À, pour À 5 1. On 
arrive à déterminer la représentation asymptotique des valeurs 
D + (À) dans le cas où l’on a affaire à quatre points de retour simples 
Ty Te T3 Lx, 159]. Dans ce cas il existe des lignes de Stokes L,, 
l*, 1< j < 4, issues des points de retour z;, Im z 7 0 pour = € l;, 
et trois lignes de Stokes réelles L, — ] —oo, zxl, & = Îx,, rl et 
LE = ]zx,, + ol. La fonction q (x) étant réelle, les nantes cano- 
niques D, > L,, D, l, peuvent êtrechoisis symétriques par rapport 
à l'axe réel et tels que toutes les coupures du domaine S$ (D ;) soient 
orientées dans le sens contraire du rayon S (l;). Relions ces domaines 
par une chaîne de domaines canoniques comme au $ 5 du n° 3. Intro- 
duisons les systèmes fondamentaux élémentaires (u;, v;), (u;, v;:) 
et notons 


=(iVamid, m=(Va@e, m=[Vamaez, (9) 


X1 


Gy=e "4, y=eis, 


S 8] APPROXIMATION QUASI CLASSIQUE 1475 


Considérons les matrices de passage 
Op e-inl8 (ayx), Qup= —ien (bjx), Oo — mn (ex). (40) 
On a 
Cis = Dior Cie = dat bis + Étar Die, 
Cay = Vze = Ci, Co — Ô2@ 0 + itis Dre = Ci 
du =0, an=%", &y = Y(asn tre)" !. 


. 1 _! (41) 

Go = in (YA22" + y '@33), 

Dii— Qiolais Dia = Qij2es Das — Édn1'A2s, 

Das = dit ir + dot A2 

De l'identité 
Us (x) = 0102 (Critto (X) + Coio ()) 
on tire 
D, = V q+/q- 616 [Col Riz cul? col. (42) 


Voyons s’il est possible que la barrière soit entièrement transparente, 
c'est-à-dire que D, (À) = 0 pour un certain À. On a alors R}; (À) — 
= 0, de sorte que c;,, = 0 et 


Vao2 + Ytags = 0. (43) 
Du $ 3, (23), il suit que 
= (1+8,)M2eim, ga — (1 + 0) 1/2 eirs, 
ô5=6,[1+0(2"1)], p=1+0(2!) 
et les fonctions œ; (À) sont réelles. L'équation c;, = 0 devient 


Œ2 


te 


i 


exp {i (2AE + pi + P2)} = y à. (44) 
7 V1 

On en déduit que si n = n2:, alors D} (À) << 1 pour À > 1, autre- 
ment dit la transmission complète est impossible. 

Le cas où q (x) est une fonction paire mérite une attention parti- 
culière. Pour tout À >> 0, l’équation (1) admet une solution paire et 
une impaire, de sorte que les valeurs propres de la matrice C (À) sont 
respectivement égales à +1 et donc c11 (À) — —c;, (À). C’est pourquoi 
la quantité (cf. (43)) À = aus (Vase + y''a;!) est réelle, 
A = 2 cos ÀË + O (A1) et l’équation À = 0 et, partant, l’équation 
D + (à) = 1, admettent une infinité de solutions. Ce qui de toute 
évidence n'est possible que si la fonction g (x + T) est paire pour 
un certain Z. 
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Calculons les valeurs de D, (À) aux points maximums locaux. 
De (42) il vient 


” q= 9 9 —1 
D, (à) — [1 + y CHÉCAUSSE . (45) 
Mettons l'équation (44) sous la forme 
eivo) — y (À) — 1. 


Comme œ;y;=1+O(À"1) pour tous j. k, on obtient 
le= [4 (1 — 20 cos +22] 11 +0 (GI. 
Aux extrémums de la fonction D,(À) on a 


(ni + no) lc11l2— X' cos à — (1 — x) (p'sinv+x)=0, 


et puisque wŸ' (À) = 2E + O (À *), alors cos —1 aux points 
de maximums À,. Pour les À, on a donc le développement asympto- 
tique 


2h + D 4m" @ (z)dz=2nn+n, n— 00, (46) 
k=1 C 
où Cest un contour fermé simple englobant l'intervalle [x,, x;] 
et orienté dans le sens positif, V q (x) > 0 pour EC, z> xs, les 
fonctions &, (z) sont données par la formule (3) du $ 3, chap. II. Le 
terme principal de la représentation asymptotique est égal à 


An = —Et{[nn+n/2] +0 (n°1). 
Si ni <, alors y æ e,/2 au point À = À,, de sorte que 


Ne Ni no 
ZX . 


J—2mm—-1- e 


Donc, pour nr —+ oo 


D+ G)=4)/ a eXxp{—2Àn ni—0l}{1+0O(n1)], nn (47) 


de sorte que D+ (À,) est une quantité exponentiellement petite. 
Mais D} (À,) est exponentiellement grande par rapport à D, (À,) 
dans le cas où il n'existe que deux points de retour et la barrière est 
de la même largeur, c'est-à-dire que 
x2 
n= \ IV gl dx = ni +2 


X1 


puisque dans ce cas D+ (À,)— exp {—À, (m1 + 1:2)}. 
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Supposons que M1 = 2 = . Les points d’extrémums se déter- 
minent alors à partir de l’équation 
Ÿ'B+ x (2EXx + x) +0 (45) = 0 
et puisque 4—e-*An[1+O(À"1)], alors B—0(y2à"t). D'où 
D, (An) =1+0 (n7®), Vi — Mo» (48) 
lorsque 7 —> oo, où O (n-*) < 0. Dans ce cas on a une transmission 
presque complète pour À — À,. 
Si M # 1», alors D+ (À:) € 1. Mais il existe toujours des va- 


leurs complexes Ân à partieimaginaireexponentiellement petite telles 


que D} fn) = = = À. Plus exactement, 


à, = li +O(Rt), ML 


x iÔ: = (49) 
mn — 4n = — gg [1 + 0 (n 1) mn. 


En effet, les solutions y* (x, À) sont holomorphes par rapport à À 
dans une bande de la forme 0 < Re À << oo, | ImA|<c, et ceci 
vaut également pour les éléments s;, (À) de la matrice de diffusion. 


L’équation (43) admet donc une solution complexe À, voisine de À, 
et en outre 


p (An) =2an+ a+ + (0e — 81) + o (1811 + 1621), 


D An) — Ÿ (An) == (An — Ân) D Qn) 11 +0 (n°1). 
Comme #” (À,) — 25 + 0 (n°t), la relation (43) entraîne (49). 


7. Niveaux quasi stationnaires. Considérons le problème de 
traversée d’une barrière (n° 1, problème 2) et cherchons les valeurs 
de À pour lesquelles existe une solution de la forme 


y=yi, y— Ayz. 
Pour |z | 51 la solution y est une onde divergente et les valeurs 
correspondantes de À sont dites niveaux quasi stationnaires. Si À est 


réel, une telle solution n'existe pas, car la S-matrice est régulière. 
Il existe cependant une infinité de niveaux complexes quasi station- 


naires À à partie imaginaire exponentiellement petite. Si q (x) 
satisfait les conditions du n° 5, alors 


Len. À 


bn ha = gg en (1 O (ni), Me <a 


nn = gg € ne [14 O (m7), a Mes (50) 
Àn — n = Æ en +O(n 1), m=men 


12—01011 
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Les À, sont donnés ici par la formule (46) et tous les symboles © sont 


des quantités imaginaires pures. En effet, À, se déterminent à partir 
de l’équation c., — 0 qui est de la forme 


Vao2 + Vas — es, 

de sorte que 

eiP+ y = Ëiv (1 + 8,) 1/2 (mo1 Ro-2)!. (1) 
L'équation ei + 1 — 0 admet une infinité de solutions À, de la 
forme (43). Posons Ân = Àn + Àn. Si mn <:, l'équation (51) est 
de la forme 

eit+1— à [1 + O (4°1)] ; 

Si 1 = 12, On à 


eib+ {= —6ô[1+0(2"1)], 
d'où l’on déduit (50). 


8. Diffusion pour des énergies voisines du maximum de l’énergie 
potentielle. Le modèle est l'équation de Schrôüdinger 


— ee ÿ'+(E—V (x) ÿ=0, 


où À >> 0 est un petit paramètre, V (Ho) — 0. Supposons que le 
potentiel Ÿ (x) présente un seul point de maximum x,, V” (x) << 0. 
Pour les valeurs de Æ voisines de £, = V (x), il existe deux points 
de retour voisins, réels pour £ << E, et complexes pour £ > E,. 
Dans ce cas, pour les x voisins de z,, la représentation asymptotique 
des solutions s'exprime par l'intermédiaire des fonctions de Weber 
(chap. IV, $ 7)etce n’est que sous cette forme qu'on peut trouver la 
représentation asymptotique de T., (k, E), R., (hk, E) pour k — 0, 
uniforme en Æ proches de E,. On peut cependant déterminer la re- 
présentation asymptotique des rapports T.,/R. sans recourir à l’équa- 
tion modèle. Considérons l'équation 


y"—Mq(x, &)y=0, (52) 
où & est un paramètre, «€ J —[—@, æ&]. Supposons que g(x, &)E 
EC(R»xJ). 

q(x, 0)<0, g(0, 0)—=0, g(0, 0) <0, g(0, 0) > 0, 
de sorte que q (x, &«) = ax° + ba + cax + ... pour les petits | x |, 


| &æ |. Les autres conditions imposées à la fonction q (x, æ&) sont les 
mêmes que dans le problème de traversée d’une barrière (n° 1); on 


6 8] APPROXIMATION QUASI CLASSIQUE 179 


exige simplement que ces conditions soient uniformes en & € J. Le 
nombre &, > 0 est supposé assez petit. 
Supposons que a << 0 est fixe ; l'équation (52) admet alors deux 


points de retour complexes: z, (&) et z, (&), et les lignes de Stokes 


sont de la même forme que sur la figure 21. Soit y une solution 
telle que 


y (a, À, a) cg (2, a) exp {AS (z0 (&), z)} 


pour ZE ls(æ), z—> oo, et cette représentation asymptotique est 
double (par rapport à z et à À). La détermination de S est choisie de 
telle sorte que 


Im S(z(a), z)>0, 2:El;(a); lim cArgg""(z, a) =0. 
(œ) 


LS 
æ 0 


Pour tous À>0, a<0 


y(z, À, a)=exp{in/12 + c+iAB, (œ)}yi (x, À, «), 
c—S(z(x), 0), Rec>0, 
+oo 


B,(a)= | (Va, 1—V 19: Gti éz. 


U 


Si a << 0 est fixe, la représentation asymptotique de y est partout 
valable au voisinage de l’axe réel, sauf en certains voisinages des 
lignes de Stokes L, (&) et !, (&). Mais lorsque «—+ 0 les points de 


retour z, (œ) et z, (x) se confondent, de sorte qu'il faut retrancher le 
demi-axe ]J—co, O0] du domaine de validité de la représentation 
asymptotique. Cette représentation est néanmoins valable en un 


point z tel que Rez<0,Imz=>0 (cette représentation n'est pas 


valable au point 2). 
Introduisons les solutions 


Uy(z, à, @) cg "3 (z, a)exp{AS;(z5(a), 2}, j=1. 2. 


Les représentations asymptotiques des solutions y. + Sont valables 
lorsque z—> © respectivement pour z € /, (œ) et z € L* (œ), 


ImS,(z(aæ), z)<<0, 2zEl,(a); 
Im S,(z(a), 20, 2zElf(a), 
et le long de la ligne de Stokes correspondante 


lim Arglc;g"1/4(z, a)] = 0. 
) 


2-2 (a 
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On a 
ÿi(x, À, a)=exp{ ++ c+iAB_(a)} ur (x, À, a), 


Ye (z, À, a)—=exp (5 +Ac— ins. (æ)} y2(r, À. @), 


B_(a)= | IVTat, 1—V1g- Ci dr. 
0 
Par ailleurs, pour À>0 et a>0 
y(z, à, a)= A(À, a)yi(z, à, a)+B(X, a)Y(z, À, a). 


Au point z les solutions y et Ye sont exponentiellement grandes 


pour À > 1, la solution y est exponentiellement petite, et par la 
méthode habituelle on trouve 


BG. a =%%h@ _f_;p Outer. (53) 
Y2 (z, À, a) 
Ceci permet de calculer le rapport 
RIT, = Bexp{—ià (B4 (a) + B_(a))}. (54) 


Comme |R,1|?+17T,|2= 1, il vient 
zo(œ) 
IRel=exp{—21 | Vrtia}t+00)1. (55) 
0(@) 
où le second membre est exponentiellement petit pour & << 0 fixe, 
À—> oo. Le calcul du coefficient À est impossible. 
Les formules (54) et (55) sont valables aussi pour «<< 0. En 
particulier, pour &« = 0 


IR+ 0, a) = +0), 1740, a) == +0 (7). 


7 
$ 9. Equations de Sturm-Liouville à potentiel périodique 


1. Propriétés fondamentales des solutions. Considérons l'équation 
w"+}?q(z)w =0, (1) 
où g (x) est une fonction périodique continue de période T > 0, 
À > 0 est un paramètre. Pour À fixe on a le 
Théorème de Floquet-Liapounov. L'équation (1) admet un système 
fondamental de solutions soit de la forme 
W(z, À)=el%p,(x, À), w,(x, À) =eh#p, (x, À), (2a) 
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soit de la forme 
W(z, À)=eh%p,(z, À), w,(x, À)=eh*[zp, (x, À) + p:(x. À)], (2b) 


où p;(x, À) sont des fonctions périodiques de période T. 


Les nombres pu, (À) et u. (À) s'appellent exposants caractéristiques, 
les nombres p; (À) = exp{Tu, (A)}, multiplicateurs. Le cas (2b) 
a lieu si seulement pu, (À) = pu (À). 

Soit Ÿ (x, À) la matrice fondamentale de l'équation (1): 


Y1(z, À) y2(x, À) 
Y Ge: [ie 1) ui. d 


où y, (x, À) et y, (x, À) forment un système fondamental de solutions 
de l’équation (1). Les multiplicateurs sont alors lesracines de l’équa- 
tion quadratique 


det [Y (xzo + T, À) — pY (xs, À)] = 0, 


où z, est arbitraire. 

Partout dans la suite on admet que la fonction g (x) est à valeurs 
réelles, de sorte que si w (x, À) est solution de l'équation (1), il en est 
de même de la fonction w (x, À). Supposons que ces solutions forment 
un système fondamental. Les multiplicateurs se déterminent alors 
à partir de l’équation 


p® — 2ap + 1 = 0, 


… w(O, À) w(T, À) w(0, À) w(0, _w(0, à) 1 
a=Re(| À) w'(T, || À) w’(0, w'(0, À) }- (3) 


Donc p1p: = 1 et si p1, p. ne sont pas réels, alors pe = P1, | P1 | = 
= | pa | = 1. 

Le nombre À appartient à la zone de stabilité si toutes les solu- 
tions de l’équation (1) sont bornées sur l'axe réel, et à la zone d’in- 
stabilité (lacune) dans le cas contraire. Comme 


Pi,2— 4 +Va—1, 


les zones d’instabilité sont définies par l'inégalité | « [> 1. Dans ce 
cas les deux multiplicateurs sont réels et forment un couple p, p”!. 
Si À se trouve dans la zone de stabilité, c’est-à-dire que | p | << 1, 
alors les multiplicateurs sont conjugués complexes et forment un 
couple ei, e-i®, 0 << 1. 


2. Estimations de la largeur des lacunes. Soit À, la largeur de la 
n-ième lacune ; on sait alors que A, = O(n”!)et de plus lim An = 0. 


On sait que si g()>0, g(x) EC" (R), alors A, = O (n-21) 
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lorsque 7 —+ oo. Montrons que si g(x) >0, qg(x)E C= (R), alors 
An =O(n-®=), n— co. L'équation (1) possède une solution w (zx, À) 
dont le développement asymptotique pour À —+ + est uniforme 
sur tout invervalle fini (chap. I, $ 10): 


x 


w (x, À) =exp {\ y (t, À) dt} » y(z, À) = >» À a, (x). (4) 
k 


Û =: 1 


Les fonctions «x (x) sont toutes périodiques, de période 7, les fonc- 
tions &:x (x) sont réelles, les fonctions &,+, (x), imaginaires pures et 


TT 1 d 
au(r)=iVa(), (= —-7-—Ing(x). 
Posons y (x, À) = y (x, À) + iy, (x, À) et montrons que 


T 
HT, = (yes Ddr=O(T), À + 00. (5) 


On a (on omet les termes d'ordre OU(A ”)) 


y'+y+Mg=0, yi+yi—yi+Ag=0, y: +2yiye =0, 
de sorte que 
T 


T 
NN ACROSS 
jte = | Er -0. 
0 0 


Les relations (3) et (4) entraînent 
a(A)=entT.h cosy, (T, )+O (À *)=cosy2(T, À)+O(À *). (6) 
Si An @t Àon Sont les extrémités des lacunes À,, on a en ces points 


a (À) = 1 ou a (à) — — 1. Soit À, le milieu de la lacune A, ; on 
a alors le développement asymptotique 


Ve (T, Àn) =nnr+0 (CD 


d'où l’on déduit le développement asymptotique de ñn en puissances 
impaires de n°!: 


T co 
An =nn [ | V'a(x) az | ' + IS Cunrht, (7) 
0 


k=0 


De (6) il vient que A, —O(n-*). On a par ailleurs établi la re- 
présentation asymptotique des multiplicateurs : 


Pa, 2 (2)= cos ÿ2 (T, A) + V cos, (T, 1)—1+0(17*)+0(à *), 
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dont le terme principal est égal à 


T 
D4, 2 (À) = cos E | Va) az | + 


+ V cos [ { Va(x) dx | +O(i1)+O (21. 


3. Lacunes pour potentiels analytiques. Si la fonction gq (z) est 
holomorphe dans un certain voisinage de l’axe réel, la largeur de la 
n-ième lacune décroît en général exponentiellement lorsque nr — ©. 
Prouvons ceci en imposant quelques conditions à q (z). 


3.1. Lignes de Stokes. Soit q (z) une fonction entière strictement 
positive sur l’axe réel, q (z) = const. La fonction iS (0, z), où 


z 


S(0, = [Vatid 


0 


et V a (x) >> 0 pour zx réels, envoie bijectivement l'axe réel Ox sur 
l’axe imaginaire dans le plan de S complexe. Donc l’axe Ox est 
contenu dans un domaine D de type bande et D — D* (ce domaine 
est symétrique par rapport à l'axe Ox). La frontière du domaine D 
est constituée de deux composantes connexes l* et l-; supposons 
pour fixer les idées que Im z > 0 pour z € l'*. Les courbes l+ sont 
invariantes par une 7-translation parallèlement à l'axe Ozx. La 
courbe FF = [+ NA {0<Re z< T} contient au moins un point 
de retour de l'équation (1). La représentation asymptotique de la 
largeur de la n-ième lacune À, est définie par le nombre de points 
de retour situés sur F* et par leurs multiplicités. Traitons un cas 
fondamental: l* contient un seul point de retour z, simple. De ce 
point sont issues trois lignes de Stokes ; supposons que L,, L, € T*,1, 
est située à gauche de /, et L,é l*. 


3.2. Systèmes fondamentaux de solutions. Sur la ligne L, choisis- 
sons la détermination de Vq (z) telle que 


Im{iS (2, 20, 2E€l. 


Comme dans les $$ 3 et 5, on peut montrer qu’il existe un domaine D, 
tel que 0D,2 I, [ ls. La fonction iS (z,, z) envoie bijectivement le 
domaine D, sur le demi-plan Re (iS) > 0 muni d’un nombre fini ou 
infini de coupures verticales. Désignons par D, le domaine image de 
D, par une T-translation. Supposons que la fonction gq (z) satisfait 
dans le domaine D, les conditions du $ 4, n° 1. Ces conditions sont 
en particulier vérifiées par des polynômes trigonométriques stricte- 
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ment positifs sur l’axe réel. L’équation (1) admet alors ($ 4) pour 
tout À => 0 fixe une solution de la forme 


w(z, A)=g V6 (s)exp{— is (2 2)}[1+A te (z, A), (8) 


où &, (2, À)—> O si z—> oo dans le domaine D, de telle sorte que 
Re [iS (2,, z)]—> + oo. Cette solution est définie à un facteur 
multiplicatif près par la condition lim w —0, z€ D,. Comme 


indiqué au $ 3, le développement asymptotique (8) pour À—> + 
est partout valable dans le plan de z complexe, sauf aux voisinages de 
certaines lignes de Stokes, c’est-à-dire que dans ce domaine | e, (z, 
À) | LcpourÀ> À, > 1. En particulier, le développement asympto- 
tique (8) lorsque À—+ + est valable dans le domaine D, {J D || 
U D? ÙU D,U D5, d’où l’on a retiré les voisinages des lignes de 
Stokes /, et 15. On définit de façon analogue la solution w’, (z, À) 
associée au domaine D, : 


wa (2, A)=q ti (z)exp{—iàS (204 T, 2)}I1+ tee (2, À]. (9) 


La détermination de la fonction g-!/t (z) est choisie de telle sorte 
que gl/#(x) > O0 pour zx réels. 
Montrons que pour chaque À > 0 fixe, on a l'identité 


WA =w(+T, à). (10) 


Supposons que z—> oo dans le domaine D, de telle sorte que 
ReliS (29, z)}— +oo; alors w, (z, À)—+ 0 et comme z+TED., 
il vient w, (z, À) — 0. Donc, w, (z + T,À) = Aw, (z, À). En simpli- 
fiant les deux membres de cette identité par g-!/# (z) et en tenant 
compte du choix des déterminations de la fonction S, on obtient 


1+ Aie, (z4T, 2)= A+ te (z-ET, À)]. 
En faisant tendre z—> dans le domaine D comme indiqué ci-dessus 


et en tenant compte de ce que €,, ee. —> 0, on obtient l'identité (10). 


Considérons les systèmes fondamentaux {w; (2, À), w; (z, À)}, 
j = 1,2,et soient W, (z, À) les matrices fondamentales correspondan- 
tes. On a 


W, (z, À) = WA (z, À) Q (à). (11) 


En vertu du choix des systèmes fondamentaux de solutions, on a pour 
les éléments w,x (à) de la matrice Q (À) les identités 


Opo (À) = is (À),  @s (À) = we (À). 
Comme W, (z, À) = W, (z + T, À), il vient 
W, G+T, A) = W, (2 À) Q (À) 
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et les multiplicateurs sont les valéurs propres de la matrice de mono- 
dromie Q (À). On les tire de l’équation 
p?— 2p Re os + lo11|2— |w,21?= 0, 
et comme p,p,. — 1, on .a l'identité 
los (GA) = Jose (A) 12 + 1. (12) 


Déterminons la représentation asymptotique des éléments 11, 
&1e lorsque À—> +. On a 


w,(z, A)=ouw, (2, A)+on (D w,(z, À), w3(z, hj=uwe(z, à). 


Convenons de désigner par f; (2) la détermination de la fonction 
multivalente f (z), associée à la solution w.;. 

Supposons que Zz—> oo dans le domaine D° de telle sorte que 
Re [iS (z,, z)]—> — oo ; alors w,—+ ©, w,—+ oo, w3-—> 0. Il s'ensuit 
que ; 

ner w1(z, À) 

@y (2) = lim PNEU 
En remplaçant les solutions par leurs développements asymptoti- 
ques, on a 
a (=) 71/4 . _ 
ou (A)= [LE] exp{A1S2(Go+T, 2) — Si (co 2)]} (1 +0 (AI, 
où pour z on peut prendre n'importe quel point du domaine D, 
puisque le rapport des racines et l’exponentielle sont indépendants 
de z. Le rapport de ces racines est égal à l’unité de par le choix des 
branches de q}/# (z). Les branches S, et S, étant confondues dans le 
domaine D5 || DJ 6D,ona 
20 nn 
Sa(+T, 2)—Si( = | Vatdt>0, 
. z0o+T 
où l'intégrale est prise le long de la ligne !,. La fonction g (x) étant 
périodique et réelle, cette intégrale vaut 
| T 


a= | Vat)dz. (13) 
0 
On obtient en définitive 


O1 (À) = es [1 + 0 (271)]. 


On obtient sans peine le développement asymptotique de w,, (à) 
en puissances de À-1: 


Os (A) = exp{iye (T, A)}+O(A7"), 
où y, intervient dans la formule (6). 
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Supposons que z— oo dans le domaine D, de telle sorte que 
Re liS; (20 2)]— — co; alors w,—+ oo, wW:—>0, wWy3—> oo. Ceci 
entraîne 

ts W1 (2. À) 
Pat () _ lim wy(z, À) ° 
De la définition de la solution w, il s’ensuit que pour z € D, fixe, 
À— + co, on a 


W3(z, À)=g;"/#(z)exp {is (+ T, 2)} [1 +0 (2-1)]. 


Fixons un point z, € D, situé au-dessus de L, et assez proche d'’elle. 
On obtient la valeur g}/ ‘(z)en prolongeant analytiquement la branche 
de la racine le long du chemin y; à partir du point x — 0. Comme le 
développement asymptotique (8) n’est pas valable sur la ligne l., le 
chemin y, passera à gauche du point z,. Supposons que y. passe 
à droite du point z,, puisque le développement asymptotique de la 
solution w,est valable sur Z.. Donc [q: (z,)/q (z,)]!/* = i. D'autre part. 
_ OT 
Si(2o 2) +S2(20+ Ts 2) = | Vatt)dt+a=p+a, 


20+T 


(14) 


tà 


0 


B= |Vat)aæ>0. 


Œ 
o! 


On obtient en définitive 
24 (À) = É exp { —ÀB— ia} [1 +O (A°1)]. (15) 
De (12) à (15) il s'ensuit que 
& (À) =exp{i(ia+p(A))} V 1+exp{—228} (1 + (4), (16) 


où æ (À), + (à) sont des développements asymptotiques en puissances 
de À! commençant par À"}, les fonctions q (à) et w (À) sont réelles. 


4. Représentation asymptotique de A,. Supposons que la n-ième 
lacune est (Ain; on) Ain << Àen ; les développements asymptotiques 
de À};n en puissances de nr"! coïncident et sont de la forme (7). 
Limitons-nous au cas où nr est pair. Alors 


Re &,; (Ain) = Re @is (An) = 1 
et par suite 
cos [œhyn + P (Ajn)] = 1 — _ exp{—2BA;n}(1+0(n1)], j=1, 2. 
(17) 
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Supposons que À, est un point de la n-ième lacune en lequel 
cos [ak + @ (À)] = 1 ; alors 

hin = \n — An; on = }n +, an > 0, Pa > 0. 
En développant les premiers membres des équations (17) en série de 
Taylor au point À, et en ajoutant ces expressions, on obtient 


an = exp{ — ÆÈ} (140 (n°1) (18) 
où « et B interviennent dans 43 et (14). 
5. Compléments. Soit la courbe Fr = l*N{0<Re z<T} qui 
contient deux points de retour simples z, et z. Alors 
___ 2Icos(nxy/æ)+O(n71)] ff nnb 
An = aVB+ri exp { œ } 
où « est de la même forme que ci-dessus 


21 2° 
B=|Vatd, v=\|VaGd:>0. 
a 21 
Supposons que gq (z) est une fonction méromorphe et que F7 
contient un point de retour simple z, et un pôle simple z,, et de plus 
que la ligne de Stokes reliant z, à z, est située dans [D] (la courbe Tr} 
est de la même forme que plus haut). Alors 


8 Isin(nny/a)+O(n”?)| ___nrÿ 
An Es exp{— 7}, 


où & et f sont les mêmes que dans (13) et (15), 


z1 
— | Vatt)dt>0. 
20 
Ces formules sont prouvées à l’aide des matrices de passage utilisées 
pour le calcul de la matrice de monodromie (4). Dans les deux cas 
on est confronté à un phénomène de résonance. 


CHAPITRE IV 


ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE À POINTS 
DE RETOUR 


Dans ce chapitre on étudie les équations de la forme 
y+Atg(x, A )y=0, À — 00, 


présentant des points de retour. On exhibe les formules asymptoti- 
ques des solutions, valables dans un voisinage réel ou complexe d’un 
point de retour. 


$ 1. Point de retour simple. Cas réel 


1. Solutions asymptotiques formelles. Considérons l’équation 
y" — X°q (x) y = (0, (1) 


où À > 0 est un grand paramètre, x € 1 = [a, b]. Supposons satisfai- 
tes les conditions: 

1) La fonction gq (x) est réelle, g (x) € C® (7). 

2) L'équation (1) admet un seul point de retour x, qui est simple, 
a << to < 0. 

Alors g (xs) = 0, q° (xo) Æ 0 ; supposons que g° (x,) > 0 pour fixer 
les idées. Pour les | x — x, | petites, l'équation (1) peut être rempla- 
cée approximativement par l’équation y” — À*q” (xo) (x — xzo) y = 0 
dont les solutions sont les fonctions d’Airy &w(À°/* (g'(xo))®# (x — zxo)). 

On cherchera une solution asymptotique formelle de l’équation (1) 
sous la forme proposée par F. Olver [28]: 


y = Au (A2E (x)) + V8 Bu (A2HE (), » 


A= > X"A, (x), B= D à"B, (x), 
n=0 n=0 


où E (x), An (x), Bah (x) sont des fonctions inconnues, w (t) est une 
solution de l'équation d’Airy w” — tw — 0. En portant (2) dans 


61] POINT DE RETOUR SIMPLE. CAS RÉEL 189 


l'équation (1)et en égalant à 0 les coefficients des fonctions w, w, 
on obtient 


AA (È'E — q) + 2AB'ÈE + LB (EE) + 40, 
A2B (E'2E— q)+ À (2A'E + AE") + B" = 0. 


Portons dans ce système les développements asymptotiques des 
fonctions A(zx) et B (x) et égalons à 0 les coefficients des puissances 
de À"! ; on obtient alors pour la fonction E (x) l'équation 


E2(x) & (x) = q (a). (3) 


Posons - 
E(=(5fViot)" = (5 2). (4) 


La fonction E (x) est réelle, Ë (x) € C® (7), sgn E (x) = sgn (x — z,)et 
E(x) — [g(mo)l$(z— 2x). 2 —+ x. 


Pour les fonctions À, et B, on obtient le systèmerécurrentiel d’équa- 
tions 


2 VEE(B, VE'E) + 4%-1 =0, 
2VE' (AVE) +B:-1=0, 
n=0, 1, ..., Aj=B,=0. 


En particulier, A,(xz) = c{£” (x)}/?. Les fonctions À, (x) et 
B, (x) doivent être nécessairement différentiables pour z € I, ce 
qui nous conduit aux identités 


Aonx1 (TZ) =0, B,(x)=0, n—=0, 1, ... 


Les relations récurrentielles nous donnent 
hd 
À Bn-1 (t) 
A, (2) =———— | cc, — =——— dt , 
à (9) VE" (x) [en ] VE” (1) | 


B, (x) = — —— Ann (0) y 


2VEGE GE) à VEUE( 


(5) 


où c, sont des constantes. Dans ces formules V E’(r) > 0 et pour 


fixer les idées VE (x) (x) > 0 pour z>zx, VE(r)=ilV E(r)| 
pour x << x, (en fait le choix de la détermination de V'E (x) (z)n'’est pas 
essentiel). Remarquons que la limite inférieure d'intégration dans (5) 
est le point de retour x, ; pour tout autre choix de cette limite, les 
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fonctions 4, et B, présenteront des singularités en x,. On obtient 
en définitive la solution asymptotique formelle de l’équation (1): 


Asn (x) 


i À À 


gares 3, Bmut(  (AAME (2). (6) 


n=0 


Une autre solution asymptotique formelle a été proposée par 
T. Cherry [48]: 


y= Av), Az D A (DA, E= D ERGDAT (7) 
n=1) n=Ù 
En portant cette expression dans l'équation (1) et en égalant à zéro 
les coefficients de w et w’, on obtient les relations 


AA (ÉË"?—g)+4"—0, 2A'E + AE —0. 


En remplaçant les fonctions À et £ par leurs développements asymp- 
totiques et en égalant à zéro les coefficients des puissances de À”, 
on obtient le système récurrentiel d'équations 


DEt—q=0, 2AE5+ AE = 0, 
AoËs (Es + 2EE) = 0, 


d'où l’on tire de proche en proche les fonctions E,, Ao, Ey, Au, «+ . . 
Les fonctions £, (x) et 4, (x) coïncident avec les fonctions E (x) et 
A (x) trouvées ci-dessus, mais les formules des termes ultérieurs du 
développement (7) sont plus compliquées que les formules (5). Les 
autres méthodes de construction d’une solution asymptotique for- 
melle sont exhibées dans le n° 3.3. 


2. Fonctions d’Airy. On appelle fonctions d’Airy les solutions 
de l'équation d’Airy 


y" — xy = 0. (8) 


2.1. Représentations intégrales et séries. Les fonctions d’Airy 
s'expriment au moyen des fonctions de Bessel d'ordre 1/3: 


y(D=Vrzn(i size). 


Les fonctions d'Airy forment une classe autonome en raison du rôle 
important joué par l'équation d’Airy dansles problèmes d'application 
et en théorie asymptotique des équations différentielles linéaires. 

I1 existe deux types de notations pour désigner les fonctions 
d’Airy : Ai (x), Bi (x) et les notations de V. Fock v (x), w, (x), w, (x) 


$ 1] POINT DE RETOUR SIMPLE. CAS RÉEL 191 


(nous ferons usage de ces dernières). Ces fonctions sont reliées entre 
elles comme suit: 


Ai(D=E, Bi()= 77 (a) + we (a). 


Les fonctions Ai (x) et Bi (x) sont réelles pour z réel. 
Les fonctions v (x), w, (x) et w, (x) admettent les représentations 
intégrales : 


v (x) — = À eimt+678) ge, 
0 oo 
wi (x) = L | + ] e*t- 1/3 dt, 
x 
me” 27/3 0 
0 + 
met À +fjerenar 
Va oc27i/3 0 


Les fonctions d'Airy sont toutes des fonctions entières de z. On 
a les identités 


v (= MORE (a) = a, (5). 


En particulier, la fonction v (x) est réelle pour zx réel et w, (x) — 
= Wi (x). 

Si y (x) est une fonction d’Airy, il en est de même de la fonction 
y (e**i/3x). Ceci nous conduit aux identités 


La fonction v admet le développement en série 


à 1)/3 2 à 
(== F7 CRIE sin [ (nr + 1) | (82, 


qui converge pour tous les z. Signalons aussi les formules 


__2V nez 6 ml 2Vre is 
y (0) = psy — » MO = res ? 


v (0) = Im w, (0), v" (0) = Im w, (0). 
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2.2. Développements asymptotiques. Pour x —+ +o réel, on 
a les développements asymptotiques 


O0 
w, (x) — 77 NE >» anz737/2, 
vx 
n—0 


a Vse-2x/°,3 5 (— 1)" a, xrsn/2, (9) 
n=0 


1 
v(x)= 2V x 


V (3n + 1/2) g-n. 
(2n)! 


Ces développements peuvent être dérivés par rapport à x autant de 
fois qu'on le veut. Pour z—> — réel, on a les formules asympto- 
tiques 


An — 


w (2) = = (—2) 4 exp {5 (5 (—-22+2) D i-ran (— 2), 
n=0 


(10) 


V (x) — 


— r)7W4 TZ (—2)72+ T 
= x) Im {exp {i (+ (— x) —)}x 
K > ia, (—2) 2} , 
n=0 
où Vÿ—z>0, / —r>0 et a, sont donnés par (9). 
En particulier, la fonction v (x) décroît exponentiellement lorsque 
z — +oo et oscille lorsque z —+ —co : 


U(xz) = 


_ _9+3/2 
z'tie-2x 03 z+ Lo, 


9 
(= alé f sin (5 e+ 4) +0 (1219), 2 — 00. 
Les fonctions w., (x) et w, (x) oscillent fortement pour z << 0 et crois- 
sent exponentiellement pour æ —+ +oo. 

Exhibons les formules asymptotiques des fonctions d’Airy pour 
les z complexes. Soient L,, L, et L. les rayons Arg z = n, Arg z = 1/3 
et Arg z — — x/3 (cf. fig. 3). Ces rayons sont des lignes de Stokes. 
Retirons du plan complexe le secteur S, contenant la ligne /., c’est-à- 
dire que | Arg z —x/3 |> e >> 0 à l'extérieur de S.. La représen- 
tation asymptotique de w, (z) est donnée en dehors de $, par la for- 
mule (9), où les déterminations de Yz et V z sont strictement posi- 
tives pour z >> 0. Dans le secteur S, 


wo (2) = — uw, (2eËT IS) — av, (ze TS), 
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2.3. Zéros des fonctions d’Airy. Tous les zéros de la fonction v (z) 
et de sa dérivée sont réels, simples et situés sur ]—, O[. Tous les 
zéros des fonctions w, (z), w; (z) sont situés sur le rayon Arg z — 
— 1/3, ceux des fonctions w, (z), w2 (z), sur le rayon Argz — —x/3, 
c’est-à-dire que les zéros de toutes les fonctions d’Airy et de leurs 
dérivées sont situés sur les lignes de Stokes L;, L, et L.. 

Les zéros t, et t, des fonctions v(x), v’(r) admettent les représen- 
tations asymptotiques suivantes: 


2/3 
[hs (4) tou 
2/3 | 
L=|-5 x (s—+) + O (5743). 
3. Représentations asymptotiques des solutions. 


3.1. Equation (1). Supposons que les conditions 1) et 2) sont 
satisfaites. Pour tout N >> 1 l'équation (1) admet alors une solution 
de la forme 


x 
Yo(zs À) = Les + D ere +0 ENT )] v (AYSE (x)) + 
n=1 


Hirn[ 3 Bent of) lo GG), (41 


n=0 


où vest une fonction d'Airy-Fock, les coefficients 4, et B, se déter- 
minent à partir de (5), où c, = 0 pour n>1. Les majorations des 
résidus sont uniformes en x € /. Le développement asymptotique (11) 
est différentiable par raport à x et à À autant de fois qu’on le veut 
avec respect de l’uniformité en x € 1 des majorations des résidus. 

Cette remarque est valable pour tous les développements asymp- 
totiques mentionnés plus bas. Le terme principal de la représentation 
asymptotique s'écrit 


Yo(r, À) — == +0 (+) v (ASE (x)) — 


1 1 1 ° 
arbre Go) 5 + 
+0(-)]r 02280). 42 


Au point de retour on a en particulier 


Vo (or À) 3*/ST (2/3) (q° (zo))*/5 (13) 
18—01011 
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La solution y, oscille rapidement pour z< z,; le terme principal de 
la représentation asymptotique est égal à 


Vo (es = LOUE (2) + O(r), 22 


La fonction v(t) présente une infinité de Zéros #1: ... ty << 
tp Lee. L'h L0. C’est pourquoi il est nécessaire au voisina- 
ge des zéros x, d'inclure dans le terme principal de la représentation 
asymptotique le terme contenant v” (cf. (12)). Pour 1> 0, v () 0 
et le terme principal de la représentation asymptotique est de la 
forme 


Vo(e, A =v RE) [140 (5) ]- 


L'équation (1) présente aussi des solutions de la forme 


N 
yr (x, À) = es + D £en © +0 INT ) [us (AZSE (x)) + 
n=1 


N 
_ B n , 9 Q 
+ AY [ Fe +0 2N +2 }] Wj(A%SE(z)), j—=1,2, : (14) 
n=0 
où w, et w, sont des fonctions d’Airy. Le terme principal de la repré- 
sentation asymptotique est égal à 


y (x, À) = uw, (PE (2) 1 +0 (7). 


Les solutions y; oscillent rapidement pour zx< zx, et croissent expo- 
nentiellement pour z=> x, + ô, ô > 0, À —+ +. Ces solutions 
peuvent être choisies conjuguées complexes: y, (z, À) = y, (x, À). 

Les fonctions d’Airy peuvent être remplacées par leurs dévelop- 
pements asymptotiques à la condition que À | E (x) | 5 1, c’est- 
à-dire pour |z — z,| > À *S. Donc l'épaisseur de la couche limite 
dans laquelle il est impossible de simplifier les formules (11), (14) 
est de l’ordre O (À). 

3.2. Formules de raccordement. Supposons que 6 > 0 est fixe et 
indépendant de À. Pour x & 1x, — 6, zo + ôl, À —+ +oco, les solu- 
tions y; admettent alors des développements asymptotiques de la 
même forme qu'au chap. II, $ 3: 


ya (x, De DR EEE NI, 2>%+6, 


(15) 
 eix/i [g (x) 17 4/8 eiAlST [4 + Atos (zx, À)], 


Yi (z, 1)=À = 
< To — Ô, 
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Ve, D = rt (ae SIA + Ag (2 M, 2220 + 6 
» À 1/6 _ . il _ 
Vo, 1)= 2 le (a) VS exp Li SI ES (14, (2, AI — 


—exp { —iÀ 514} 11 + A hp (5, À], z&z,—6. (16) 


x 


Dans ces formules S — | Vatt)dt, S>0 pour z>x, et p£ et p+ 


Xo 
sont des développements asymptotiques en séries de puissances de 
\-!. Les formules (15) et (16) s'appellent formules de raccordement : 
elles permettent de trouver le développement asymptotique d’une 
solution d’un côté du point de retour si ce développement est connu 
de l’autre côté. 

Supposons que Z = | —o, bl, les conditions 1) et 2) sont satis- 
faites et q (x) est un polynôme. Les développements asymptotiques 
(11) et (14) sont alors valables pour À — + uniformément en x € I. 
De plus, ils sont doubles, c’est-à-dire valables pour z —> — à À > 0 


fixe. Ceci vaut dans le cas aussi où les intégrales [ lar (x)| dx, 


k — À, 2, ..., sont toutes convergentes. 


3.3. Paramètres auxiliaires. Considérons l'équation 
y—hq(r, a)y=0 (17) 


sur l'intervalle 7, où & est un paramètre réel, &« E J = [—a,, æl, 
&o > 0. Introduisons les conditions: 

1) La fonction q (x, «) est réelle, q € C°® (I X J). 

2) g (zos 0) = 0, q: (xo 0) Æ 0, Qu (Tor 0) Æ 0 et q (x, 0) 0 
pour El, zx. 

Supposons pour fixer les idées que gx (to, 0) >> 0, qe (xo, 0) << 0. 
Pour les petits «, l'équation (17) présente alors sur l'intervalle Z un 
seul point deretour quiest simple : x = zx, (&), où x, (0) = 0,zx, (a) € 
€ C” (J). On cherchera une solution asymptotique formelle de l’équa- 
tion (17) sous la forme (2), où À,, B, et E sont des fonctions de (x, a). 
On obtient alors 


t&o=(S [Van oa)". 


Xo(&) 


Les coefficients À, et B, sont donnés par les formules (5) dans les- 
quelles il faut poser C, = 0, x, = x, (a). Si «, est assez petit, alors 


13° 
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An Bnet EE C” (I X J). L'équation (17) possède une solution de 
la forme 


1 
See Er] 


+0( 5) Je GE (, e))+ 


: 
Hans [x Re of) ]u GE (a a) (418 
0 


nez 


et des solutions y, et y, de la même forme, mais il faut remplacer v par 
w, et w,. Les majorations des résidus sont uniformes en (x, &) € 
€ I X J. La différence entre les formules (6) et (17) réside dans le 
fait que les coefficients A4+,+, et B°, sont nuls dans la première. 

L’équation 
y"—hq(xz, A!)y=0. (19) 


intervient dans de nombreux problèmes. Supposons que J est l’inter- 
valle 0 < &< e, et soient réalisées les conditions: 


1) La fonction gq (x, &) est réelle, q E C® (I X J). 
2) On a le développement asymptotique 


g(z, e)= À qxe, e—+ +0, 
uniforme enx €. Icig; (x) EC” (1) et le développement asymp- 
totique est dérivable autant de fois qu'on le veut par rapport à x. 
3) La fonction q, (x) satisfait les conditions 1) et 2) du n° 1. 
Pour e, € 1, e E J, l'équation (19) admet alors un seul point de 
retour z = x, (e), où x, (e) — x, lorsque e—> + 0 et l’on a le déve- 
loppement asymptotique 


T(E)=2o+ D ex, E—+ +0, x = — POÉ 
j=1 


. L'équation (19) possède des solutions yo, y, et y. admettant un 
développement asymptotique de la forme (18) pour & = À"! La 
fonction ë (x, e) doit être solution de l'équation (3); prenons-la de 
a forme 


X+Xo(E)— Xe 


te 92(2 À yaoa)". 
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Pour À —> + oo, on a alors uniformément en z€J 


E(z, e) =E0(z) [1 +, (x) +0 (A®)], 
L=(+ [Vie va)", 
ë, (x) — LE (x) [q; (0)j"! go (0) ga (4) — gx(t, O) ga (0) dt. 


= t— ZT) 
x 


Il existe un autre procédé de construction d’une solution asympto- 
tique formelle de l'équation (19). Cherchons cette solution sous la 
forme (2) et définissons la fonction E (x) à l’aide de la formule (4), 
où qg = go (x). Pour les coefficients À, et B, on obtient alors les 
relations récurrentielles : 

n+1 


2 VEE(Ba VEE) + 4%-1— D An+ixn = 0, 


R=1 
n+1 


2 VE" (4 VE) + Bi 2 Bh+1-x9r =0, 
n=0, 1, ..., A_; = B_,=0. 


Les fonctions À, (x) et B, (x) doivent être nécessairement dériva- 
bles sur l'intervalle Z. Pour r7 — 0 on obtient le système 


2 V EE (Bo VE'E) — ;49=0, 


2VE (AV E)—qBo=0, 
d'où l’on déduit 


À a h[ | a (t) dt} , 


x 


B, De sh [ a (t) dt | , 


g1 (x) 

AT) =" —  \, 

@ 2 V qo(z) 

On calcule de façon analogue les approximations d'ordre supérieur. 


3.4. Formules asymptotiques de A. Dorodnitsyne [55]. Considérons 
l'équation 


y"+[Mg(z)+p(2)]y=0 (20) 
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sur l'intervalle 1 = {a, b], a << 0 << b, où g (x) est une fonction réelle 
et p (x) une fonction complexe. Supposons que 


g(z)=z2(z), rx) >0, zelï, 
etr(r)EC1(1),q(x) EC (1). L'équation (20) admet sur l'intervalle 7 
un seul point de retour qui est simple: zx = 0. 


Considérons un système fondamental de solutions {U,, U.} de 
l'équation d'Airy 


U"+tU—0 
tel que 
U,(0)=1, U;(0)=0, U,(0)=0, U:(0) = 1. 


Ces fonctions peuvent être exprimées au moyen de Ai (t) et Bi (t): 
__ 32727 (2/3) l,. Bi (t)- 
D (= TA + 7], 


1/37 (1/3 . Bi 
U, (+) = [—Ai+ 


Supposons que Ë (x) est de la forme (4), où x, = 0, 


per, D=MAE(G:), f()=pU+VE GE (——). 


VE’ (2) 


L'équation (20) possède pour À > À, > 1 un système fondamental de 
solutions {y:, y.} tel que 


yy(x, À) = 


UV QRE (2) [1 + 2 O 


ra Iq (t)1 


+o(4)1. z<0. (21) 
Pour x>0, on a 


ÿY: (7, = Us 1 (4° rte 13 


x 


Var: ES 7 f(t) 
0 


Us (AE (2)) — 


Î 2/3= 
T re [Us (ASE (x)) Via (APE (x)) — 


— Us CE (2)) Vas QE (2))] + 0 (ATAU (SE (2))), (22) 
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LDEES L'HOE HU 


- 31/ST (2/3 - 
Vu (= Yi (1e Vt, 


Vat=Ye y +, 

Va (0) = Ya (+1 RRL VE, (23) 
Yi (£) = U° (t) + tU (t), 

Via (4) = Ug (#) U; (8) + tU (+) Ua (t), 

Yp(t)=U(t) —1+ EU (+). 


Pour z=>0, la solution y, est de la forme 


Ua (AZ/SE (r)) 
a (T;, À) = © 
va, 9) VE" (G) 
1 T2(1/3) 1 fu) 
Five AVE G) [sr ESS Vi OUPE (2) — 73 Ve GPA (0) ] Va Vans + 
dE) (ZE (2) Un (AZE (x))— 


MBVE RG LE UGN 


— Un (APE (a) Vie (ARE (2) — ie Ua (AZRE (2)) | + 


Ho (AU (ME (z))). (24) 


Ces formules asymptotiques ainsi que les développements asympto- 
tiques des dérivées y; et y: sont établis dans [55]. 


4. Dépendance plus générale par rapport au paramètre. Considé- 
rons l'équation 


Ga N+eg( Ny=0 (25) 


sur l'intervalle 7 : a, << x << a, où a, et a, peuvent être finis ou 
infinis. Supposons que pour chaque À > À, > 0 sont satisfaites les 
conditions : 

1) La fonction f (x, À) (zx — x,)"*, où x, € T, est réelle, non nulle 
et appartient à C*(J). 

2) La fonction g (x, À) est complexe, g € C* (1). 

L'équation (25) admet un seul point de retour zx = x, qui de plus 
est simple. 
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4.1. Principales estimations. Supposons pour fixer les idées que 
1(& D >0 pour z > zx, Les fonctions 


V (t) = 25/631/6n1/2 A; ((3/2)2/3 1), 
V (t) = 25/83-1/371/2 Bi ((3/2)2/3 +) 
forment un système fondamental de solutions de l’équation modèle 
y" — (3/2) ty =0, 


et de plus V (0) — V (0). Considérons les fonctions auxiliaires E, 
et 2: 


EG, D=—(f1ie, nl)", a<z<ao 


EG = (fie ne)", mgz<as 

f(x, A)=(2/8) 1f(x, AIIÈT,  Q(D=1+VTI 
et la fonction de contrôle de l'erreur 

rs dd - 1 
hs, A = [Fe DEP (z, Me, DA Nos 
La fonction E (x, À) est strictement croissante pour z € I. Pour l’équa- 
tion modèleonaz, =0,g=0,E-1:,f=1,h=t0. 
Considérons l’équation 
V()=V(t)te 7/6. 


Cette équation ne possède pas de racines positives ; soit —+#, la plus 
petite racine négative en module, de sorte que t, Æ 0,279. Introdui- 
sons la fonction de poids 


E()=VVGMV(), 1>-—h; E()= Ven 6, 1<—to 
qui est continue et décroissante sur l'axe réel. Posons 


M (9 = (te 5 V2()+ cote V2(1)", 


N()= (te + V'2()+ cote 24)" 
pour i< —1{, et 
M (t)= (2V (+) V (t))42, 


N (t)= [OP OL A)" 
V (#)V (1) 
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pour t => — t,. On remarquera que 
M(t)=2.3-V41:|"1/4, N(t)=(3/2)M(t), It|— 00. 


Notons 
pes æ)=| | |h(e Ajldsl. 
L'équation (25) admet des solutions w, et w, telles que 
us (x, À)= FU (x, À) [V (ASE) + €], 
w, (x, A)=f 44 (x, À) IV (AE) + el]. 


Pour les résidus on a les majorations 


(26) 


Ô 
nent [uen] 0 
MUFE) 7 pif (r, À N (MP) 


SL E* (258) [exp {5 play 2)}—1], (27) 


où j = 1,2 et le signe plus est pris pour j = À 
= sup (+ sin — Q (+) M? (#)) , 


C,= sup (+ sin + Q()IV (IE (4) M(t)), 


(ER 
= sup ( sin + Q (#)|V (DIE (1) M(1)). 


On peut simplifier ces majorations à l’aide des inégalités 


SP, Ep, |E()M()ISIV (4), IE()M(tISIV ()l. 


Plus exactement, 
let, DIS G262)] Lexp {fs p(a. 2}—1], 


(28) 
lee (DIS IV (28)] [exp {Sp (as, 2)}— 1]. 


Il est évident que si À-*/$ p (a, a) = 0 (1), À—> + o, les formu- 
les (26) et (27) deviennent 


wy(z, À) =f-4/4 (x, À) IV, (AE) + 0 ([V; (A2EE) |), 
Vi=V, Vi=y. 
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Les estimations (26) et (27) sont analogues aux estimations WKB 
(chap. II, $ 2). Ces estimations et les résultats ultérieurs du n° 4 
sont dus à F. Olver [106]. 


4.2. Formules de raccordement. Supposons réalisées les conditions 
auxiliaires : 


3) NATC À)| dt diverge pour za; +0 pour za; —0. 
Xe 
4) L'intégrale 
NE ar 21 rai 


converge. 
Pour chaque À > À, > 0 l'équation (25) admet alors des solutions 


uw, et Da telles que 


D (æ, À) = 1f (æ, 11744 cos af FC, A2 dt) ++ 0(1)], 


z—ai;+0, 
x (29) 
Wa (r, A =f44(z, Ajexp {2 Ü VF 3) dt} (1+0 (1), 
Xe 
ZT —+ a — 0. 
Ces solutions sont définies de façon unique par leurs représentations 
asymptotiques. Les formules de raccordement décrivent le compor- 
tement asymptotique de la solution w, lorsque z—+ a, — 0 et de la 
solution w,. lorsque z—+> & + 0: 


(2, A)= (444) F4 (8, Ajexp {à [VF 3j à} 1+0(1)) 
PU) 


T—+ Go, 
2 


(30) 


WU (x, À) — 


= 2(1+ f(x 2)17/4f cos (A j LG, M dt 56) +0(1)], 


x 


za +0, 
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où k, y et B sont des constantes: 
. 3 O1 P _ 
Ik| V2 [exp {7 P (ar. a:)} 1] 


| (31) 
RE ele [exp (x P (a a:)} 1] 


4.3. Majorations asymptotiques des résidus. Supposons que la 
fonction f ne dépend pas de À, de sorte que l'équation (25) est de 
la forme 


y"—TA?f(x)+g(x, À)] y = 0. (32) 
Supposons remplies les conditions ci-dessus et pour À À, > 0 
gts AIG, 7€1, |letr, If 2dr<en, 


où a< 1. Alors 
pas, a) CAM 73, a = max(a, 0), 
et de (28) il s'ensuit que 
wy(z, À)= fr 48 (x) [V5 (AZSE) +0 (As 1V,; (A25E))]. 
Les constantes k, y et B qui figurent dans les formules de raccorde- 
ment (30) sont de l'ordre O (A%-1) lorsque À— + oo. 
$ 2. Point de retour simple. Cas complexe 


1. Représentation asymptotique des solutions au voisinage d’un 
point de retour. Considérons l'équation 


w” — À°q ()w = 0, (1) 
où q (z) est une fonction holomorphe au voisinage Ü du point z = 0, 
q(0)=0, g'(0) #0. (2) 


Le, point z — 0 est un point de retour simple pour l'équation (1). 

Les formules asymptotiques des solutions, exhibées au $ 1 pour 
le cas d’un intervalle de l'axe réel, sont valables dans un voisinage 
complexe de ce point. Les résultats sont donnés plus bas ; on se pen- 
chera par ailleurs sur une approche du problème du point de retour 
proposée dans [129], qui est différente de celle du $ 1. 


1.1. Système modèle. Considérons le système de deux équations 
ew’ = À (z, e) w, (3) 
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où la fonction matricielle À (z, e) est holomorphe par rapport à (z, &) 
dans le domaine D:|:|<r, | e | €, de sorte que 


À (5, €) = ÈS A, (:)e”. 


Les nombres r et €, sont supposés être assez petits. Admettons que 


0 1 
Ao (2) = k | | (4) 
La transformation 
| w = T(z,e)u (5) 
permet de ramener le système (3) à la forme 
eu” = À, (2) u. (6) 


Le système obtenu admet pour solutions 


ui=w(e */3:), u—=el3w (e?/$), 


où w (t) est solution de l'équation d’Airy w” — tw = 0. La matrice 
T (z, e) EC” (D) est holomorphe par rapport à z, |z2|<r, pour 
chaque e € [0, sl et se développe en une série asymptotique 


T(z,e)= À Th(z)e", e—+0, (7) 
n=( 
uniforme en z. De plus, det T, (0) = 1. 

Montrons comment il faut calculer les matrices T, (z) ; ce faisant 
on obtiendra Îles développements asymptotiques des solutions du 
système (3) dans un voisinage complexe complet du point de retour 
z = 0. En portant (5) et (7) dans le système (3), on déduit de (6) le 
système récurrentiel d'équations 


AoTo— To4o= 0, (8) 
d 
AoTn — TnAo = d Ta — » AT nn n>1. 
k=1 
Dé la forme de la matrice À, (z) il suit que toute solution de la 
première des équations (8) est de la forme 
To (2) = 1 (2) + te (2)Ao (2); (9) 


où £, (z) et £, (z) sont des fonctions arbitraires. 
Par ailleurs l’équation matricielle 


Ao()X ()— X (2) A0 (2) = F (2), 
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où À, (z) est de la forme (4), admet une solution si et seulement si 
TrF(z) =0, Tr(F (2) À, (2)) = 0. 


Ce fait se prouve de façon élémentaire. Donc la deuxième équa- 
tion (8) admet une solution si et seulement si 


TS ‘To —AiTo)=0, Tr (40-72 — 44179) =0, 


ce qui nous conduit au système d'équations pour les fonctions 
t, (z) et {2 (2): 

t,=at; +bt, ct =bt,+(:a——) Lo, 
i 1 (10) 
a(z)=-TrA,(:), b(z)=- Tr(4 (2) Ai (2))- 


Ce système peut être mis sous la forme zf° — B (z)t, et de plus 


0 0 
B(0)— L, (0) 4 


Les valeurs propres de la matrice B (0) sont À, = 0 et À, — — 1/2, 
donc le système (10) possède une solution f (z) holomorphe au point 
z = 0 (chap. I, $ 2). Cette solution peut être normalisée par la con- 
dition £, (0) = 1. La matrice 7, (z) obtenue est holomorphe au 
point z = 0 et det T, (0) = 1 (cf. “(). On prouve de façon analogue 
que les matrices T; (z), T° (z), . . . peuvent être choisies de façon 
à être holomorphes au point z = 0 et à satisfaire le système (8). 
Intégrons le système (10). Faisons la substitution 


t(2)=A(2 hs), te(2)= 20/24 (:) fe (2), 


= 


A (z )=exp{ [a()at}. 
U 
On obtient alors le système 
ft. its (= (:). 
Les fonctions t (z) et ta (5) vérifient l’équation 
 __ Lo 2 


dont toute solution est de la forme 


ta =ciexp { | j(Dat}+cvexp { — f() dt}. 
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Si C1 = C», la solution y (z) est holomorphe au point z = 0; si c, — 
= — C,, la fonction z!/* y (z) est holomorphe au point z = 0. On 
obtient en définitive 


t,(z)=A(z)chB(z), t,(z)=A(z)z "/2shB (2), (11) 


A (z:)= exp ee Tr À, (1) dt} , 
(12) 


B(2) = — | 2Tr(Ao(t) À, (L))dt. 
0 


Le système modèle (3) admet pour | z | r, e—> + 0 les solutions 
w,(z, e)={t,(:) +0(e)}u(e%%2)+e'% [8 (2) +0 (e)] w' (e*/*2), 
Wa (2, €) = [2t2 (2) +0 (e)] w (e-?/%2) + et [ti (2) +0 (e)] w” (e7*/*2), 
où w (t) est une fonction d’Airy et les majorations des résidus sont 
uniformes en z, |z | r. Les fonctions t, (z) et £, (z) sont définies 


par les formules (11) et (12). Ces solutions admettent des développe- 
ments asymptotiques en séries de puissances de &. 


1.2. Notion de point de retour simple du système (3). Considérons 
le système (3), où À (z, €) satisfait toutes les conditions du n° 1.1 
sauf que la matrice À, (z) est de la forme (4). Supposons que z = 0 
est un point de retour du système (3), c’est-à-dire que les racines de 
l'équation caractéristique 


p® — pTr A, (2) + det À, (2) = 0 


(13) 


coïncident pour z = 0. Soit D (z) le discriminant de cette équation: 
D (z) = (au (2) — a22 (2))° + 4@o (2) au (2) ; 


alors D (0) — 0. Le point de retour z = 0 est dit simple si D” (0) 
= 0, de sorte que 


D (0) = 0, D’(0) Æ 0. (14) 
Faisons la substitution 


1 


w (=) = exp {——+ Tr 4, (1) dt} w (2); 


Om +4 


le système (3) est alors de la forme 


D'(DJ=A(Le)&, À(z e)=A(z 8) TrAo(2)1, (15) 
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de sorte que Tr À o()= 0. Il est immédiat de vérifier que la con- 
dition (14) reste en vigueur, c’est-à-dire que D (0) = 0 et D'(0) + 


ZÆ0. On a 
= a (z) b (2) 
46={ _e@l 
a? (0) + b (0) c (0) = 


Les valeurs propres de la matrice A o (0) sont nulles, mais A, (0) += 0. 


En effet, dans le cas contraire a (0) — b (0) = c (0) = 0 et D (z) 
possèderait en z — 0 un zéro de multiplicité => 2, ce qui contredit 


la condition D'(0) Æ 0. La matrice À, (0) se ramène à la forme 
normale de Jordan 
J 6 | 
[0 0° 


Montrons qu'il existe une matrice T (z) holomorphe enz = 0 tel- 
le que det T (0) Æ 0 et 


Ce. À : 1 Pat 
T1 (2) Ao (2) T (2) = | _5ta | = À, (2). (16) 
Cette relation entraîne que 
ay+bt y 
rO= [UT | ’ (17) 


où y (z) et f£ (z) sont des fonctions. 

1) Supposons que a (0) = 0; alors ou bien b (0) Æ 0, c (0) — 0, 
ou bien b (0) = 0, c (0) = 0. "Bornons-nous au premier Cas. On 
peut poser dans ces conditions 


1(2) = 1, y(z) = 0. 
2) Soit a (0) 0; alors b (0) 0, c (0) — 0. Posons 
y (2) =1, t(z) =0; 
alors det T (0) 0. 
La substitution w (z) = T (z) v (z), où T (:) est de la forme (17), 


ramène le système (15 à la forme v” — B (z, €) v, où B, (z) est de la 
forme (16). Faisons le changement 


v—Pi(z:)u, E=E(:2), 


ft 07 :o=(2 1 
Poe fe @= (+ | VE Do)". (9 
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Par hypothèse D (z) — az, 2 0, a = 0, de sorte que 
E(z) = (—D"(0))/3z, z—0. 


Fixons une valeur de la racine cubique ; la détermination de la fonc- 
tion & (z) ainsi obtenue sera alors holomorphe et à un feuillet au point 
z = 0, de sorte que £ (z) envoie bijectivement un petit voisina- 
ge U du point z — 0 sur un petit voisinage V du point £ = 0. Le 
système devient 


du . 0 1 
Æ “BE, e)u, B, @=|, | ’ (19) 


où la matrice B (Ë,e) possède les mêmes propriétés analytiques par 
rapport à & et € que la matrice À (z, e) par rapport à z et e. Les 
solutions du système (19) sont de la forme (13), où z doit être remplacé 
par £. Indiquons la relation liant w à u: 


ut l=ep(-+ Î Tr 4,(# dt } pa La | » (20) 
0 


Wo # cy—at tE]|uw 
a —=(a;; —az)/2, b=a;2, C— Go; 


et a;yx (z) sont les éléments de la matrice À, (z). La forme des fonc- 
tions y (z), { (z) et E (z) a été indiquée plus haut. 


1.3. Equation (1). Le changement Ë = E (z), w — wIE", où & (2) 
est de la forme (18), ramène l’équation (1) à la forme 


BR PE+ QI, JO=+È-T E. 01 


L’équation obtenue est équivalente au système de la forme (3), (4): 


dl — 
Fu 


ue : 0 11, 0 O0 u 
A Hhokeel 21 e 


_ew” 


où € — À"!. Les formules asymptotiques établies au $ 4 (par exemple 
les formules (13), (14)) sont valables dans un petit voisinage du 
point de retour z = 0. 


2. Représentation asymptotique globale des solutions. Considérons 
l'équation (1), où q (z) est un polynôme de degré r > 1 pour souci 
de simplicité, et z — 0, un point de retour simple. Du point z = 0 
sont issues trois lignes de Stokes: L,, Z, et L,:; L est située à gauche 
de /, et L;, à gauche de L.. 

Soient D un domaine canonique contenant Z,, 94D= 1, |] L, 
U est un petit voisinage du point z —= 0. La fonction E = E (2) 
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applique bijectivement le domaine D sur le secteur S dans le plan 
complexe, de sommet au point ë — 0, d'angle 41/3, muni d'un 
nombre fini de coupures, images des lignes de Stokes frontières. 
Normalisons la fonction E (z) avec la condition : S est le secteur x1/3 << 
< Arg £ < 51/3. Les lignes L,, L, et l,; ont pour images respectives 
les rayons Arg Ë — n, Arg E — 5n/3 et Arg £ = n/3. Soit D, le 
domaine obtenu en retirant de D les voisinages de toutes les lignes 


de Stokes frontières (chap. II, $ 3, n° 2.1), D — D, U U, où U est 
un petit voisinage du point z — 


L'équation (1) admet dans le domaine D le système fondamental 
de solutions 


W,(z, À)=w;(AZSE(z)) A;,(z, À) HA -VSuw (AZSE (z)) B;x (z, À). (23) 


où w, (t) et w, (4) sont des fonctions d'Airy-Fock ($ 1), le choix de la 
branche de la fonction E (z) étant indiqué ci-dessus. Par ailleurs, 


Ajy (2 2) =1 +$ ANA, (2) HAN TIR (2, À), 


N 
By (es 4)= 2 AB (2) HAT Rx (s À), 


les fonctions 4, (z) et B, (z) sont les mêmes que dans (2), $ 1. Pour 
zE D on a les majorations 


Ar Gen A+ 12) [Bi Ge (A+ 121) TPE, 
= ("= n —1 + k). 
Pour z2€D, A > 1, Îles résidus admettent les majorations 
Rinl ones (+120 TN, 
LRnl LCw+1 (1 + HI) ERSREE 


Le nombre N > 0 peut être arbitrairement choisi et ces développe- 
ments asymptotiques peuvent être dérivés par rapport à z et à À 
autant de fois qu'on le veut. 

Le comportement qualitatif des solutions est le suivant. Siz € D, 
z— 00 et n << Arg 6 (2) < 51/3, la solution w, (z, À) décroît expo- 
nentiellement pourchaqueÀ >> 0 fixe. Pour z2—- 00, 1/3 << Arg E (z) << 
< x la solution w, (z, À) croît exponentiellement. Ces assertions 
sont valables pour la solution w, (z, À) si l'on permute les secteurs 
indiqués. 

Les développements asymptotiques (23) sont valables dans le 
cas aussi où gq (z) est une fonction entière et les conditions du $ 4, 
chap. III, sont satisfaites. 


14—01011 
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$ 3. Quelques équations modèles 
1. Solutions de première espèce. Considérons l'équation 
w” Te z"-2w=0, m>0. (1) 


Les branches de toutes les fonctions de la forme z sont choisies dans 
le plan muni de la coupure ]—, 0] de telle sorte que z£ >> 0 pour 
z € ]0, +of. Le nombre m peut ne pas être entier. 

Pour m — 3 cette équation est une équation d’Airy qui se pré- 
sente lors de l'étude de la représentation asymptotique des solutions 
d’une équation du deuxième ordre au voisinage d’un point de retour 
simple ($ 1). Pour m> 4 entier, le point z — 0 est un point de retour 
d'ordre m — 2 pour l'équation (1) et pour m = 1, un point de retour 
d'ordre —1 et en même temps un point singulier régulier de type RÀ.. 

L'équation (1) admet la solution 


U (z)= V 2z/aK im (2/2). (2) 


où X est la fonction de Macdonald [11]. 
Indiquons les formules asymptotiques de la solution U (2). On a 


vor (1). (3) 


AE m 
Le terme principal de la représentation asymptotique de U” (2), 


z— 0, est égal à 


9(2-5m)/(2m) ! m- | 
—— 5 —"(—1);: 1, 0O<m<i; 


m 


a 
In =: | -(2+m)/(2m) x (4) 
(8x)!/? » M—=I,;, MYE , M > I. 
Si 200, [Argz|<(3—Ô)n/m, alors 
U (2) = 21/2-m/6 exp { — 2/2}, 
(5) 


U" (z) — + zm/4—1/2 exp { — 2/2}, 


où Ô est une constante telle que 0 << ô << 1. 
Dans le secteur | Argz|< 2sx/m on a les majorations plus 


précises : 
U(z)= 21/2-m/4 exp {— 27/2} [1 + 6, (2)], 


D (ME -RU (2) = — 52m 2 exp{— 2/2} [1 +0 (2). (6) 
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Pour les résidus on a 


18,(2)1<8(:"/*). j=0, 1, (7) 
nn jlrG—- mi) 
8(:) = exp { |} 1. 


En particulier, pour j = 0, 1 
0,(2—=0(2:"/2), 2—00, [|Arg:|<21/m. 

La solution Ü (x) décroît exponentiellement pour x réel, x—+ 
—+ + oo, et pour m — 3 s'exprime au moyen de la fonction d’'Airvy- 
Fock v (x) ($1). Toute solution de l'équation (1) non proportionnelle 
à U (x) croît exponentiellement pour z—- +00. 

2. Solutions de deuxième espèce. Les fonctions 

U;(z)=U(ze-2sim), j=0, +1, ..., (8) 


sont solutions de l’équation (1) et tendent vers 0 lorsque z —+ oo, 
z ES;, où S; est le secteur 


(2j —1) a/m<Arg 2<(2j + 1) n/m. (9) 


Les rayons Arg z — (2j — {Â)x/m sont les lignes de Stokes de l'équa- 
tion (1). On a les formules asymptotiques 


Uj(e)= exp {ij (+2) }202-m/6 exp{— (2e-2r5im)"/2)f4 + 69 (2)1, 
[om 4RU, (2)] = (10) 
= 5 exp {—ij (545) } 22-16 exp (— (cer amine) > 
X [1 +65 (2)] 
dans le secteur 

(2j — 2) r/m<Arg 2< (2j +2) x/m. (11) 

Les résidus 6" (z) sont justiciables de la majoration (7). 

Le wronskien d’un couple de telles solutions est égal à 

W(U;(2). Ur(z))=imexp{—(j+k)ni/m}},, (12) 


An — sin ((x—j)xt/m) 
JR sin(n/m) 


Cette formule est valable pour tous les m ; si 1/m est entier, alors 
An = (— 1) TO (ke — j). 

Les solutions U; (z) et U, (z) forment un système fondamental si 

14e 
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1) 1/m est entier, k & j; 

2) 1/m n'est pas entier, À  j (mod m). 

Si m> 2 est entier, il existe exactement m secteurs S; de la 
forme (9) et exactement m solutions U; (2) distinctes. 


3. Formules de raccordement. Tout triplet de solutions U, (2), 
U, (2) et U (z) est lié par la relation 


sin 2 eitilmU, (2) + sin LDNE eRtimU, (2) + 
+ sin HET eltilm{], (2) =0. (13) 
Signalons un cas particulier important: 
Uj()=T+ef-Etriml Ur, (2) + eh-DrimA, LU, (2). (14) 


Combinées aux formules (10) les formules de raccordement per- 
mettent de déterminer la représentation asymptotique de toute 
solution U; (2), z —> o, dans tout secteur S;. 


$ 4. Points de retour multiples 
et fractionnaires 


1. Solutions asymptotiques formelles. Considérons l'équation 
y" — (g (x) +r (x)ly = 0 (1) 

sur l'intervalle Z = ]0, al, a > 0. Posons les conditions: 

1) La fonction q (x) est réelle, q (x) € C” (1), r (x) E C°® pour 
z E (O0, al. 

2) q(z) = z""“q(x), m > 0, la fonction g, (x) ne s'annule pas 
pour x E (0, al. 

Le nombre m peut ne pas être entier. Si m > 3 est entier, alors 
z — 0 est un point de retour d'ordre m — 3. Généralisons cette 
définition à toutes les valeurs m > (0. 

Pour x > 0 petit, l'équation (1) peut être approximativement 
remplacée par l'équation \ 

y" — Az" 2q, (0) y = 0. 


On cherchera donc une solution asymptotique formelle de l’équa- 
tion (1) sous la même forme qu'au $ 1, (2): 
y = Aw (AŸ/TE) + 17!+2/m pu (AŸTE), 


co co 2 
A= D "A, (x), B= 2 À"B, (x), o 
nes0 n=0 
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où E (x), À, (x) et B, (x) sont des fonctions inconnues. Pour w (t) 
prenons une solution de l’équation modele (1) du $ 3: 
W" — _. tT2w, (3) 


En portant (2) dans (1) et égalant à zéro les coefficients de w et de w”, 
on obtient 


124 (g— TE eme) A ME (2B'EET-2 + B (EEM-2))+(4"—r4)= 0, 
12B (EE 2 g) + A (ZA + AE") + B° = 0. 


Choisissons la fonction E (x) de telle sorte que le coefficient de À74 
soit nul ; on obtient alors une équation pour E (x). Prenons cette fonc- 
tion de la forme 


E(=[{Vaua]"=(s(0, 27, (&) 
0 


où S (0, x) est la fonction introduite au chap. II, $ 14. On a 
2 1/m 
E(z) (= g(0)) "+, 7 +0. (5) 


Le choix de la branche de la fonction E (x) est défini par celui de la 
valeur (g1 (0))/". La fonction E (x) est indéfiniment dérivable pour 
0<z< a, la fonction | & (x) | est strictement croissante. 
Pour les fonctions À, (x) et B, (x), on obtient le système récurren- 
tiel d'équations 
2 Vi(B Vi) + An-1 —TAh_ — O, 
2 VE (AVE) +Bn-1i—rBr=0, (6) 
_ mm , m2 _ q (zx) 


Ce système est du même type que celui du $ 1, donc 


| ° Bh-;1(t)—r (t) Bn-1 (t) _ 
A, (x) = [cn + j; VE & — dt | , (7) 
1, ET Ai (@)—r (Ana () 1 97R 
Ba (2) = 2 Æ (z) | V 34) — VE (ë) dt. 


Supposons que la fonction g, (z) est holomorphe dans un petit 
voisinage U du point z — 0, R- est le demi-axe ]—c, O0]. Dans le 
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domaine U NX R- on choisit la branche de la fonction z”"-*, m non 
entier, strictement positive pour z € U, z2>>0. La fonction E (z) 
construite ci-dessus est alors holomorphe dans U X R-. Si m est 
entier, la fonction E (z) est holomorphe dans le domaine U. 


2. Solutions oscillantes. Considérons l'équation 
y" + [M 2p (x) + q (x)] y = 0 (8) 


sous les conditions suivantes: 

11m>0,p(r)>0 pour x El =[0, al, a>0; 

2) p (x) EC? (1), q (a) € C (À). 

Indiquons les formules asymptotiques de A. Dorodnitsyne [55]. 
Au lieu de Ë (z) prenons la fonction 


x 


o(a= (+ | VrPG à&). (9) 
0 


2.1. Solutions de l'équation modèle. L'équation 
U" + &772U = 0 
admet le système fondamental de solutions 
Uit)=m-tmp (Mt) Vis (ie), 


Us(t)=m-t/ml (==) Vi Jim (+ m2), 


Pour m = 1/n, n = 1, 2, ..., prenons pour U, (t) la fonction 


(10) 


U, (t)— —— VIN, (Qnti/n)). (11) 
Ces solutions admettent les développements en séries 


im ELU 


Da = ten À 2m DE — 
5m 
3m On D Gr D m0 DE 


… tm [om 
UiG)=1— 11m(m—1) + 2Im(m—1)(2m—1) 
EU À ' 
E 3!mS(m—1)(2m—1)(3m—1) Fees nmÉ (12) 
n° nit2/7 
U: OH +5 Du 
n°t-1),1-t1/n n27t 4 4 
LS TEE DIE CEENTE ni(n—1)! (1+5+...+2)+. 
2n°7 4 1 n° n 
TT (Snt+inn+C)t[ 5-5 +...| , 
m= 1. 
R ?’: 
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où C est la constante d'Euler. Pour t-> +oo, on a les formules 
asymptotiques 


U,(t)= mtm-2/2mp (==) 7 t-(m- 214 
x 


m?— 4 


x {cos (1) 11 + ("+ tm 2sin 8 (1) [1 +0 (+")]}, 


1 
RÉ: 


(13) 
U,(t)=m-m-2/2mIT (+) 7 tm 21/4 {sin 6, ()11+0(47)] — 


2 4 
— TE 1-72 cos 8, (+) (140 (-")]} , 


où 
2 Om — 2 
O4 (£) = + 102 
Pour m—1Â/n, on a 
U, (£) = 
V'an"-i/2 : n ‘ n OT LA -{/n 

=— pr tt? 1/(4 sin (2nete 5 un — + }1+0( 1/n)] + 

&n° —1 | 
+ TE +7 1/2) cos (2ne1/tm —ran—<) 1 +0 (-1)) | .. (14) 

Notons 

1 m 
Ve Us Aa (2), (15) 


U=VUIFU, YVETTE 


À 11 
dx* V © (x) ° 


f(x) =q(x) + Vo” (x) (16) 


2.2. Méthode de recherche. En posant y (x) = Y, (x) + u, (x), 
on obtient pour u; (x) l'équation intégrale 


u; (rx) = À 2/" | K(z, Tt)Y;(r)dr+2277" | K (x. thu;(t)dt, j—=1,2, 
0 Û 


dont le noyau est de la forme 


K(z, t)=f() Mi) Y2(T) —Y, (T) Y2(x)1. 
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De la représentation asymptotique des fonctions U, (t) et U, (t) 
il s'ensuit que ces fonctions sont bornées sur le demi-axe 0< £ << 00 
pour m > 2 et cette équation intégrale peut être résolue par la mé- 
thode des approximations successives. Si 0 << m << 2, les fonctions 
U, (t) et U, (t) ne sont pas bornées sur 0 t << co, par contre, les 
fonctions AY U, ,(M/"o(z)) le sont pour ÀA>0, z> 0. 
Dans ce cas aussi l'équation intégrale s’intègre par la méthode des 
approximations successives. 

Dans les premières approximations interviennent les intégrales 


Yi (a)= | U, (4) U (6 dt. (17) 


0 


Les formules asymptotiques des solutions dépendent essentiellement 
de la convergence de ces intégrales pour z > 0 et de la finitude ou 
l’infinitude des quantités Y';g (+ oo). On distingue cinq cas: 
11m>4;,2)m—4,32<m<4;,4)1<m<2;50<m<1i. 


2.3. m >> 4. L'’équation (8) admet un système fondamental de 
la forme 


pa Co) = Yo) +0 LE (9 (0) V 32 (0 2 (8) Vs OI + 


+ CT 1 (1) — CnY2(#)1} +0 (2-4 U (9), (18) 


[w” (0)]° 


to (z), Vy(t)=Yn(t)— Yo), CR = Yjn (oo), 
r m— 1 r m — 4 


Cie — Ca = I COSeC _ m”2{m-2)/m 


IT 
Ci, = 7 cosec — mm 2m 


C3 — mtim-s)/m 


m m 
2 m — 1 
(Se) () 
On a des formules analogues pour y;: il faut remplacer Ÿ ; par Ÿ'; 
dans (18) et U par Ÿ” dans le résidu. 
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2.4. 2 m<a4. La représentation -asymptotique d’un système 
fondamental de solutions s'écrit alors 


y (= Y (0 ++ j Le rs (CAŸ à (a) + CY 2 (2) + 
0 


+OU4PU (Mo (x). j=1, 2, (20) 


1 EL 
Ci = —Cr=—- coig ——, 
1 Lim m— 1 
C'yo = 97 m-(m mp2 (TE) , 


Cu=- m-m-2/np2 (+) | 


Les formules asymptotiques de y; se déduisent des formules (20) par 
substitution de Yi à Y ; et de Ÿ” à U dans le résidu. 


2.5. 1<<m< 2. Les formules asymptotiques (19) restent alors 
en vigueur sauf que le résidu est de la forme O (A *U (°/" w (x))) 
et O (A ?Y"(x)) respectivement pour les solutions et leurs dérivées. 


2.6. 0<m<1. Dans ce cas 
ya (2) = Yi (2) + O (AU (A0 (x))). (21) 


La solution y, (x) est justiciable des mêmes formules qu’au n° 2.5 si 
1/m n’est pas entier. Si m = Â/n, n > 1, est entier, on a 


x 


pa Ce) = Va (+ mer V1 (0) [22 


0 


+0 QU (ro (z))). (22) 


2.1. m —= 4. Dans ce cas les intégrales Y ;, (t) divergent aussi 
bien pour t{ — 0 que pour {—> œ, ce qui conduit à une complication 
des formules asymptotiques (55]. Au n° 3 on donne une autre ver- 
sion de ces formules. 

Si les fonctions p (x) et q (x) sont indéfiniment dérivables pour 
z € I, la méthode développée au n° 2.2 nous permet de trouver les séries 
asymptotiques des solutions (2). 


3. Valeurs entières de m > 1 (107, 1091]. 


3.1. Equations modèles et leurs solutions. Il existe trois varian- 


tes. . 
I. m > 0 est pair et l'équation modèle est de la forme 


w" — Te fn 2, (23) 
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II. m > 0 est pair et l'équation modèle est de la forme 
W" = — a im 20. (24) 


III. m >> 0 est impair et l'équation modèle est de la forme (23). 

Traitons ces cas plus en détail. 

I. L’équation modèle (23) admet le système fondamental de solu- 
tions {Um (t), Un (—t)}, où 


Un = VE Km?) 130. (25) 


K est la fonction de Macdonald. Le wronskien de ces solutions est 
égal à 

W (0, (t), VU, (—t)) = m cosec x/m. 
Cas particuliers : 

Ua(t)=et, U,(t=V2U (0, 2t), 


où Ü (a, t) est la fonction du cylindre parabolique (ou fonction de 
Weber). Pour t—0ona 


U,(0)= n-1/2902-m)/2mp (+) 


m 


U;, (0) — n-1/227(2+m)/Cm)p ( ——+) | 


m 
Pour {—+ + © la fonction U,, (t) décroït exponentiellement : 
LAND PE Lau PET LU ES 
Pour t<<0, on a 
Un) = ET a cosec À Li/m (1412) + Km (1E1"2) |, (26) 


où J;/m est une fonction de Bessel d'un argument imaginaire et la fonc- 
tion U,, (t) croît exponentiellement lorsque {—> — co : 


Un (4) = cosec = [417 /E exp {1417} 11 + O (ET). ! 


IT. L'équation modèle (24) admet le système fondamental de 
solutions {W, (t), Wyn (—t)}, où 


Win ()= — VE [te 2 Jim (ET) + Vi (m2) |, t>0, 


7 (27) 
Wat= y St [ootg Jar (HE) — Yi (11/2) |, 0, 
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Y'17m est la fonction de Neumann. Le wronskien de ces solutions est 
m 
WW on (Won = rm : 
Cas particuliers: 
W,(t)=V2cos(t+n/4), W,(t)=2%4W (0, 24), 


où W (a, t) est une modification de la fonction du cylindre paraboli- 
que. La solution W,, (t) oscille pour t—+ + co: 


(2-m)/4 

W, (t) = as Loos (424) +0 (m2), t—> + 00, 
(2-m)/4 

Wa (= cos (urm2-+) +oç) |, t—+— 00. 


Estimons le système fondamental de solutions. Soit { — qg, la plus 
petite racine strictement positive de l'équation 


W, (t) = (8 Wa (—t). 
Introduisons une fonction de poids E,, (t) égale à 
V'eotgn/(2m), 1>qm; Vign/(2m), 1<—q»; 
Wim (— 1) << 
Ro " "min: 


Les fonctions W,, (1), W,, (—t) ne présentent pas de zéros sur l’inter- 
valle [—gq,, Qmi, de sorte que £,, (t) est une fonction croissante 
continue sur l'axe tout entier, En (—t) = EE" (1). Introduisons 
les fonctions paires strictement positives MnOet Nan (e) au moyen 
desquelles s’expriment les modules des solutions du système fonda- 
mental et de leurs dérivées: 


Wh(t)= En (1) M, (+) sin 6, (4), 
WA ()=E (HN, (b sine, (6). 


(28) 


(29) 


Pour TT 


2m N, (t) = M V . (30) 


2 sin — 
m 


III. L' équation modèle (23) admet le système fondamental de 
solutions {V,,(t), V(t)}, où 


Va (= VE Kim (07/2), 
PnO= = | — Lip (72) + Kim er] > 0. 
S 


(31) 
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Le wronskien de ces solutions est égal à m/sin s/m. On a V,, (0) — 

= 777/22%-#)/(67 T° ({/m), Va (0) = n122-C+#r/@mT (—1/m), 
Vn (0) = Vh(0), Vm(0) = — Vy (0). Pour m — 3 ces solutions 
S expriment au moyen des fonctions d’Airy : 


V, (1) = 25/831/8x1/2A; ( +) 2/3 ) 
Pc =2ses ane (($+ Ts). 


Pour t> 0 les fonctions V,, (i) et V,, (t) sont strictement positi- 
ves, V (t) strictement décroissante, V,, (t) strictement croissante et 


Va (#) = Per (1+0 (7), 
Von (= —— A+ O TON 


sin — u 
m 


lorsque {—><+ oo. Pour {0 on a 


Van (= VE cote Jim (1/2) — Vi (1): 
TA T | [ cL , 
Vm (= — V 7 [te 2m Tige CE) + Yi qe) | 


Ces deux solutions oscillent pour £—> — œ avec un décalage de 
phase de x/2: 


(32) 


Vn (t) = sean MIE Lcos (1422) +0 (772)], 

V 4 (2=m)/4 m/2 EL —m/2 

Von = es ACT" [cos (142 +2) +0 « ) |. 
Supposons que { — — q, est la plus petite racine en module de 
l'équation 


V ()=tg — Vh (t). 
Considérons la fonction de poids 
E_(D= { V Von OV m 1 —Gm 83) 
Vtgx/(2m), << — m- 


Cette fonction est strictement positive, continue sur l’axe tout entier 
et croissante. Introduisons les fonctions M, (t) et N,, (t) par des 
formules analogues à (29): 


Vm (t)= Em (1) MA (+) sin 6,, (t), 
Van (t)= En () NA () sin o,, (t), 


Va(t)=Eh(t) M, (à) cos 6,, (t), 
Vh(D=E, (D) NN, (t}sino,, (t). 


m 
, 
mn 


$ 4] POINTS DE RETOUR MULTIPLES ET FRACTIONNAIRES 221 


Lorsque | t | —> œ les fonctions M,, et N,, sont justiciables des for- 
mules asymptotiques (30) dans lesquelles il faut remplacer t{ par 
| & |. Indiquons les valeurs approchées de q,,:q2 — 0,000, gs; — 0,279, 
g, = 0,431, gs = 0,928, ge = 0,596. 


3.2. Fonctions auxiliaires. Considérons l’équation 
w" = [\f (x, À) +g(z à)lw (35) 


sur un intervalle fini ou infini 7? — ]a,, al, 0 € ZI, où À > 0est un 
paramètre. Posons les conditions: 

1) La fonction z**" f (x, À) est réelle pour À réel, ne s’annule 
pas sur J et appartient à la classe C? (7) pour tout À > 0 fixe. 

2) La fonction g (x, À) est continue sur 7 pour tout À > 0 fixe. 

Posons 


0 


E(s = —([ VE)", 2<0, 
(36) 
2/m 


E(z = (TV Dia)", 220. 


0 


La fonction E (x, À) est strictement croissante en x et appartient 
à C* (7). Introduisons les fonctions 


Île, D=—$ fe, MIE, Q,(=1+ 10-272 (37) 


et la fonction de contrôle d'erreur 


à 1 d® 1 (z, À) dz 
H},(z, À) = a 38 
m ( Ju(e, À) 7 PinGz À)  Pu2(z, À) À Om (AVE) (2) 


où les limites d'intégration ne sont pas essentielles. Pour l'équa- 
tion (23), on a 


fe D= mt, g(r 1=0, E=7, 


fa =, Hal, 1) =0. 


3.3. Représentation asymptotique des solutions de l'équation (35) 
dans le cas I. Supposons que m est pair et que la fonction f (x, À) r°-" 


est strictement positive sur /. L’équation (35) admet alors les solu- 
tions 


wi(z, À) =f (x, À [Un(— 2 2/"È) +e, (x, à], 


L (39) 
Wa (x, })=f TU (x, À) [Un (GUTE) + e (x, NI. 
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La fonction U,, est définie par les formules (25) et (26) et pour zx € J, 
À >> 0, on a les majorations 


€ | | 81/07 | Am 
———@— , ———"———  <exp {7 Vas, x (Hu) f — 1. (40) 
Un pe] Ut) fE 


Les constantes À, et u, sont égales à 


LL. x _ 
km = Sup | sin 7 Qm (t) Un (t) Um ( | , 
RL (41) 
Fm ee a [Uni Ont | 


sin — 
m 


et V, » (Hm) est la variation de la fonction H,, sur l'intervalle 
[a, b], c'est-à-dire que 
b 


Va, o (Hm) = Ÿ 1H (2) dz. (42) 


a 


Les majorations (40) sont valables pour | e. | et | de./0x | à condi- 
tion de changer U,, (—t) en U, (t) et Va, x en Vx, a 


3.4. Représentation asymptotique des solutions de l'équation (35) 


dans le cas II. Supposons que m est pair et que la fonction f (x) x*7" 
est négative pour x € I. L’équation (35) admet les solutions 


wi, o(z, = (x, D IWL (FN /"E He 2(z, À). (43) 


La fonction E (x, À) est définie par les formules (27) et pour x € J, 
À >> 0, on a les majorations 


|e;(x, À) |de;(z, À)/8z| 
Ma GPS 7 72m pe (2, À) Nm (A2) 
Om +1 m Pm — 

LES! (UE) [exp {e IVoys (Em)l}—1]s (44) 
où le signe plus est pris pour j = 1. Les constantes 0, et pA sont 
égales à 

= sup[L sin 
Pm = Sup | Fr Sin On (e) Ma, (9) | 


Om = sup [sin À Q,, (#)1Wa (#)1Em (#) M (0) | 
tER 


(45) 
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Remarquons que 6, < pm, de sorte que dans les majorations (44) 
le rapport Om/Pm peut être remplacé par l'unité. 


3.0. Représentation asymptotique des solutions de l'équation (35) 
dans le cas III. Supposons que m est impair et que la fonction jf (x) z°7" 
est strictement positive pour x € Z. L’équation (35) admet alors 
les solutions 


w,(z, = f(x, À) (Va (AE) + es (x, À), 

uw (z, À) = f 48 (x, À) [Van (AE) + e2 (x, NI. 
Les fonctions V,, et V,, sont définies par les formules (31) et (32) et 
pour xEl, À > 0, on a les majorations 
|es(x, À) | de;(z, À)/07 | 
My (AE) ? A2/mfA/2 (x, IN mn (AUME) 

Om, J 2m a m 

<—— Ent (22/78) [exp {8 IVos x (Hm)l}—1], (47) 

Où Pm est de la forme (45) 


1 . x — _ 
Om = SUP [+ sin Q,, (4) 1Vn (4)1 Et (4) Mm @) | , 


(46) 


| (48) 
One = sup | + sin Q,, (#)1V (2) 1 Em (4) M (4) ] » 
(ER . 


où Eh et En correspondent à V,, et V,,. Comme 0, j/p;< 1, ces rap- 
ports peuvent être remplacés par l’unité. 

Les majorations précédentes des résidus e; et 0e;/ôx sont valables 
dans une situation plus générale, mais elles sont assez volumineuses. 
Elles généralisent les estimations WKB (chap. II, $ 2). Comme au 
chap. II, de ces estimations générales on peut déduire des estimations 
plus simples en imposant des conditions auxiliaires à la dépendance 
des fonctions f et g par rapport à À. 


3.6. Estimations asymptotiques des résidus. Considérons l'équation 
y"—[Àf (x) +g(x, A] y =0 (49) 


sous les conditions suivantes: 

1) La fonction f (x)/x"* est réelle, ne s’annule pas sur 7 et 
appartient à la classe C* (7), la fonction g (x, À) est de classe C (7) 
pour À> À, > (0. 

2) Les intégrales 


aj 
À GPS FT 1fI) dz 


convergent. 
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Cette condition est confondue avec la condition de validité de 
l’approximation WKB (chap. II, $ 3). 
3) Pour À> À, > 0 et pour un ô >0,0ona 


| lg (x, À) [fl /2d7< ca. 


1x1 >6 
Si JT est un intervalle fini, il vient 
le (x, A) If (x)1/2< che. 


Cette condition est satisfaite, par exemple, si g (x, À) = À°R (x) 
et si converge l'intégrale 


lg (x)1 1F (2) 17 dz. 


Ixl>06 


Posons w, — max (w, 0); la variation V,,, à, (Hm) admet les 
ordres suivants pour À—> + co: 


O (A7 1+77), m=— 2, 3, 
O(K®%" Ina), m=4, (50) 
O (Ar), m > 4. 


Combiné aux majorations ci-dessus, ceci permet d'améliorer les 
estimations des résidus. Dans le cas Ï par exemple, les rapports 


e(z, AYUR(—A/TE), e2(x, À)/Urn (AŸTE) 
admettent pour À—> + œ les ordres suivants uniformes en x € 1: 
O(X°°"!), m = 2, 3, 
O(A®"!InÀ), m=4, (51) 
O (a°°7 7), m > 4. 


3.7. Formules de raccordement. Supposons que les conditions 1) 
à 3) du n° 3.6 sont satisfaites et que les intégrales 


ai 
f@Id, j=1,2, 


divergent. Sur les intervalles J, — Ja,, —ôl, J, — J6, al, où ô > 0, 
l'équation (49) admet alors des solutions de type WKB. Indiquons 
les formules de raccordement de ces solutions. On admet que À> 
> ho D 1. 
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Ï. L'équation (49) a pour solutions 


0 
wi (x, 3) fa (exp {—2 | fe (1) dt}, ra 


A 


N (52) 
Lo (x, 2) = FA (x) exp { — À [ {V2 (+) dt} , Tr. 
0 


Ces solutions décroissent exponentiellement respectivement pour 
z— a, et x—+ a, et sont définies de façon unique par leurs représen- 
tations asymptotiques. La comparaison des représentations asympto- 


tiques des solutions w. et w, lorsque x—> a, montre que 


Bee, = V/ LAM-V, (x, À), 


une identité analogue relie les solutions w, et w,. La représentation 
asymptotique des solutions w, et w, étant connue, il vient 


X 


(a, 2) = EL pie (exp {à [2 (at), 20, 
Sn 0 


0 (53) 
Dar, = fi (exp {a [2(at}, za. 

sn M x 
Pour les résidus , et k,., on a les estimations (51). 


II. L'équation (49) possède des solutions qui sont définies de 
façon unique par leurs représentations asymptotiques : 


0 
Me, à) = If (AT cos (2 | 1f@)2 +) +0], za 
Wa (2, à) = 1f (2) [cos (2. \ fO2a4++)+0(0], 20 
û 
Aux extrémités « opposées » de l'intervalle, on a 


un (z, À =(1+v) cotg ee |f (2) x 


x [eos (2 [IG 2&—4+6)+0(01], 20, 
k 0 


15—01011 


ty 
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Lo (z, À) = (1 + 7%) cotg — — | (x)174/4 ;. 


K [ cos (2 | | (1)1V2 dt — +6) +0(1)] , Tai. 
Les estimations des résidus sont les mêmes. 


III. Dans ce cas il existe un système fondamental de solutions 
de la forme 


D, (x, à) = If (m7 [ cos (2 | FOIA2dt++)+0(4)], ze, 


w, (x, 3) = (148) PE) exp {2 | (0 dt} , TZ —+ Qi, 


sin sin x/(2m) J 


Be Def (mexp( 2 (prod), a, 
Û 


La (2, 1) = LA (HIT X 


‘sinr/(2m) 
X | cos (2 If (12 dt — +6) +0 (1) | , TG 


Les estimations des résidus sont données par la formule (51). 


$ 95. Confluence d’un point de retour 
et d’un point singulier régulier 


1. Transformation de l’équation. Considérons:l'équation 
" , À 
D — [Aron -2f (x, 1) + 2€ u = 0 (1) 


sur l'intervalle fini ou infini 1 — [0, al, où À > 0 est un grand 
paramètre. Posons les conditions suivantes pour x E7,1> 4, > 0: 

1) Les fonctions f (x, À) et g (x, À) sont réelles, la fonction 
1 (x, À) ne s’annule pas. 

2) Les fonctions f:. (x, À) et g (x, À) sont continues. 

On admet que u > 0. Le nombre a et le paramètre u peuvent 
dépendre de À. 

Dans ce cas le point zx — 0 est un point de retour d'ordre 1 — 2 
(éventuellement non entier) et un pôle d’ordre deux pour le coeffi- 
cient de w, c’est-à-dire un point singulier régulier de l’équation (1). 
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La représentation asymptotique d’un système fondamental de solu- 
tions s'exprime au moyen des fonctions de Bessel. Considérons les 
deux cas suivants. 

I. f(x, À > 0 pour zx € I. 

II. f(x, À) O0 pour x € I. 

La transformation de Liouville (chap. II, $ 1) 


k u . rh-2| f(r. À 
“Ph G HW, F@HD-IUERl, 


_ = ( | £ ptu-212 VIE, dt) 2/u 
ü 
à 


ramène l'équation (1) à la forme 
dW au LES 
= [eur PE Ty, (3) 
où le signe plus (resp. moins) est pris dans le cas I (resp. Il), 
. g(z, À) | egÿe  Æ% 
pe, 1) RER Lee, 2) PS (2, à). (4) 
4r®{ (x, À) ° 


L'intervalle 7 s'applique bijectivement sur l'intervalle J — [0, Bf, 
B > 0. De plus, la fonction £/zx est strictement positive et appartient 
à la classe C* (J), @ (6. À) E C (J). 

Introduisons le paramètre v à l’aide de la formule 


(uv? 1) = p (0, À) (5) 
et écrivons l'équation (3) sous la forme 


d°W 2}? 2— 1 À 
Te =(+ _ tu- 2H +IER W. (6) 


2. Cas I. On prend le signe plus dans l'équation (6). Prenons 
l'équation modèle de la forme 
dW LÀ pu Lv2— 1 - 
= (5 ag ee ) W. (7) 
Un système fondamental de solutions de cette equation est formé 
par les fonctions de Bessel &£1/? 7, (AGH/2), C1/2K, (AEU2), On admet- 
tra que v => 0 (c'est-à-dire que œ@ (0, À)=> — 1/4). Indiquons les for- 
mules asymptotiques de ces fonctions: 


I, (x) = = K, G@) VV > a e”, ZT ——+ oo, 

2)" r'(v _v 
Les Ke (+), +0, v>0, 
D(2=1++0(7), Ko(z) ——Inz, z+0. 


15° 
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Le wronskien de ces solutions est égal à 
(A, (x). Z,(r)) = {/x. 


Le système fondamental de solutions de l’équation (6) admet des 
majorations asymptotiques du mème type qu'au $ 4. n° 3.3. On se 
bornera à donner les majorations de ce système sous des conditions 
plus fortes. Supposons que v=> 0. ff -- -- oo, la fonction 1 (£) ne 
dépend pas de À et que sont satisfaites les conditions: 


1) (€) est continue pour O<LE< o%æ ; 
2) (D =0(7"), +0, p>0; 


+ 00 


3) À E- WE (1 de < 00. 


L’équation (6) admet alors un système fondamental de solutions 
de la forme 


Wi (6, 2) =, (M) (+ es), 
Wa(&, à) = EUR, (LM?) (1+ 2), 
où #&, et e&. ont pour ordres respectifs 


O(i1), u<2p; O(AtInà), u=2p; O(A*#), u>2p. (9) 


(8) 


Ces résultats sont valables aussi pour $ << co. 


3. Cas II. On prend le signe moins dans l’équation (6) et l’équa- 
tion modèle est de la forme 


d'w NA? ,u-2 . Hivi—1 
ee (- ) w. (10) 


Avec les mêmes conditions que plus haut sur la fonction ÿ = # (£), 
l'équation (6) admet un système fondamental de solutions de Ia 


forme 
W,(6, 2) = 8 CT, (AC) He, (6, A], 


2 11 
W, (6, 2)= 6020 7) He (G, AI. cn 


Dans ce cas les majorations se compliquent, car les fonctions J, (x) 
et Y,(x) présentent une infinité de zéros sur le demi-axe x > 0. 
Faisons usage de la représentation 


3, (2) = E5" (2) M, (x) cos 8, (x), 
Y,(x)=E£, (x) M, (x) sin 6, (x), 
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où E et AJ sont des fonctions strictement positives. Les quantités 


À) Es (5. À) 
Ev' (AM) MS GER) 7 EGP) MS QE?) 


admettent l’ordre (9) pour À—+ + co. Dans les cas I et IT on a des 
majorations analogues pour les dérivées des solutions [108]. 


$ 6. Point de retour multiple. Cas complexe 


1. Position du problème. Considérons l’équation 
w” — [\f (2) + g ()lw = 0 (1) 

dans un domaine D (éventuellement non borné) du plan de la varia- 
ble complexe z. Ici À >> 0 est un grand paramètre, le domaine D 
contient le point z — 0. Posons les conditions: 

1) Les fonctions 2°" f (z) et g (z) sont holomorphes dans D et 
de plus la première n'y présente pas de zéros. 

2) g(z2) = 0 (2-1), 2— 0, où y > 0. Le nombre m> 0 peut ne 
pas être entier, de sorte que z — 0 peut être un point de branchement 


des fonctions j et g. 
Introduisons les fonctions 


S(D= | VFO a, E(e)= 57/7 (2). (2) 


Pour les petits 12] 
f(2)= fo+ 112 + fa? + ..., fo O0, 
(= (=) fm Fi +. | 


de sorte qu'on peut envisager une détermination de la fonction 
É (z) qui est holomorphe au point z — 0. Posons encore une con- 
ition : 

3) La fonction & (2) est à un feuillet dans le domaine D. 

Soient S; les secteurs du plan de z complexe env isagés au $ 5. 
Désignons par A |’ image du domaine D par l’application & = & (z) 
et par D; la contre-image de À NS; Les domaines D; sont tous 
simplement connexes. 


Exemple. Soient f (z) = z* (1 — :)$ et D le plan de z muni de la 
coupure ? — [1, ol; alors 


C(z) = 


2 ETES 
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et À est le plan de & muni de la coupure L = ] — oo, —1/V 2]. Dans 
ce cas m — 4, S, est le secteur | Arg & |  x/4, S, est le secteur 
| Arg Ë — 1/2 | 1/4, le secteur S, (resp. S;) est symétrique du 
secteur S, (resp. S,) par rapport au point © — 0. Menons par les 
points z = 0 et z = 1 deux cercles /, et !, = [*, le centre de /, étant 


le point z = (4 + iV 2)/2. Alors D, est la lunule formée par leur inter- 
section, D; — D°, le domaine D, est borné par le grand arc du 
cercle /, et un arc de /., D. est l'extérieur de la réunion des cercles, 
muni de la coupure le long de L. 

Supposons que a; € [D], le cas a; — © n’étant pas exclu. Dési- 
gnons par À, (a;), k Æ j, l’ensemble des points z€ [D ;]U {D,] sus- 
ceptibles d’être reliés au point a, par un chemin canonique y. Plus 
exactement, lorsque t se déplace le long de y du point a; vers le point 
z, la fonction Re S (z) est croissante. La branche de cette fonction 
est choisie de telle sorte que Re S (2}< 0 dans le domaine D, 
Re S (2) 0 dans le domaine D}. 

On admet que k et j sont des entiers, À £ j, et sim — m,/m., où 
m, et m. sont des nombres entiers premiers entre eux, m, # À, on 
exige que |k — j|<<m,. Pour les autres valeurs de m, aucune 
condition n'est imposée sur les valeurs de j et 4. En particulier, on 
peut toujours poser À = j + 1; dans ce cas les secteurs S; et S, 
sont voisins. On remarquera que la réunion D, |} D;{] {0} est 
connexe, mais peut ne pas être un domaine. 


2. Fonctions auxiliaires. Posons 


e(t)={exp{(—1}#7/|, 2E[IS;], 


la branche de la fonction {”* étant choisie de telle sorte que £”/* — 
= |t|"/*exp{(1/2) im Argt}. Donc 


eft}=i, tE0S,; e(t)>1, 1€S;,, 


et la fonction e ({) croît exponentiellement à l’intérieur du secteur S ;. 
Dans le domaine [S;]{J [S:] considérons les fonctions 


Ejn(t)=1Ue(t), tE[S;], Ex(t)=e(t), tElS:], 


de sorte que E;, (t) = E5à (t). Supposons que U,(t) et U, (t) sont 
les solutions de l’équation modèle envisagées au $ 3. On rappelle que 
U; (t)—- 0 si t—+ o le long de tout rayon contenu dans le secteur S,; 
et U;(t)— oo si {t— œ le long de tout rayon situé dans le sec- 
teur S,. La solution l/, (t) possède les mêmes propriétés. Introduisons 
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les fonctions 
Mn (6) = UU; (12 ER (0) + 1U: (7 Eh (2, 
N ju (6) = [U3 () IE SR (4) + IV (0) TEn (4)1/2, 
Na ()= 1412777 LS qm 24, (t)) PL 


Eh (Eu, TT, @) 
DO = PEL D 


Si é—> oo le long de tout rayon situé à l’intérieur de l'un des sec- 
teurs S; ou S;, alors 


MO A+ OST, 


N pa (8) 5 (+) TE ON pu (tb), 


les nombres À;, sont définis au $ 3. Posons 


frs (26) | 1er 
PTE Que (2) L On AUTE (2) | 


H (a %2 = jU FA (9) € 


F (2) =22-"f (2). 


3. Estimations des solutions [110]. Supposons que les conditions 
formulées ci-dessus sont satisfaites et que la quantité H (ir 22 À) 
est finie pour tout z € H, (a;), À > 0, où l'intégrale est prise le long 
d’un chemin canonique. Soient À et B des constantes arbitraires. 
L'équation (1) admet alors une solution w (z, À) de la forme 


ur (3, 2) = JUS (2) [AU PE (0) + BU, (PE (2) + (2, D], (4) 
où pour 2€ H,(a;), 1/10 on a lesestimations 


je(a. à) | de (A. C)/65 | [a (im 2V8e)/gr | 
M ÿr (2m) ? 12m Nik (2.205) 7. 12/7" | ù um 24, (A2/me) » 


Leon (Q) En GO [exp {EH (a, 2, )}—1]. (6) 


Ici C1, Ce >> 0 sont des constantes indépendantes de À, 
On (4) = sup [Q (47/74) Ext (2/0) M (GR 270)] x 
1EY 
x [AU (GP) + BU, ("EL (6) 


où + est l’image par l'application & = & (:) du chemin canonique 
reliant les points z et a;et l'intégrale H (a;, z, À) est prise le long de y. 
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La majoration (5) revèt un caractère assez général, mais contient 
des expressions assez volumineuses de ©;4 (À) et de A (a;, z, À). 
D'autre part, elle est intéressante lorsqu'on a affaire à la repré- 
sentation asymptotique des solutions dans le cas seulement où le 
second membre de la formule (6) (sans le facteur Æ°;) est petit pour 
À 5 1. Dans la formule (6) l'expression entre crochets est bornée sur 
tout compact contenu dans [S;{J S;]. ainsi que pour {—+ o, t € 1S3. 
Si t—+ oo à l’intérieur du secteur S;, cette expression est illimitée 
sauf pour B = 0. Si donc a; — west un point intérieur du secteur S ;, 
la majoration (5) n’est valable que pour B = C. 


4. Représentation asymptotique des solutions. Posons À = { et 
B = O dans la formule (5); alors | 0j (À) | c pour À> À, > (. 
Supposons que les points a; € S;et a; € S, sont reliables par un 
chemin canonique y ne passant pas par le pointz — 0 (par exemple 
S; et S;, sont des secteurs voisins). Les points à; et a, peuvent être 
finis ou infinis. Supposons que les intégrales 


( [6 (2)1 1421, (LL, 


où a = a; où a = a, convergent le long de Y, 


6 (2)= 17" (2) TS — r (2) 


On a alors les majorations suivantes 
AURA (as, an À) =O(Vn), À +00, 
Yn=At, 0O<m<2(1+7;), 
Yn=ÀAtln4, m—2(1+7,), (7) 
Pm =ATAEOR, m>2(4+y), V=min(y, 1) 


Si de plus la fonction g (z) est holomorphe au point z — 0, pour Y,, 
on peut prendre les fonctions 


A, Om<4s Nilnr, m—=4; AM Om>4. (S) 
Toutes ces conditions sont satisfaites si les fonctions .z°-" f (z) et 
g (2) sont des polynômes de degré n,;etn,,n, << nyi2 + 1. 

En définitive, l'équation (1) admet une solution w (z, À) telle 
que pour 2 € H;(a;), > Ào > 0, 


w(z, À)=f" 1/8 (:) U, QE (:))+ ex (6 À); (9) 
lese (2, A) CE se (TO) M 58 (ATE) Pn (à). 
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On a des majorations analogues ‘pour les autres fonctions du pre- 
mier membre de l'inégalite (2). 
On rappelle que L'; (t)}— 0 si t—+ co à l’intérieur du secteur S;. 


5. Formules de raccordement. Supposons satisfaites les conditions 
énoncées ci-dessus et soit S (a;) = , de sorte que a; — œ ou a; 
est un point singulier de l'équation (1). Choisissons la branche de la 
fonction S (z) telle que Re S (21>0, z€ D;. Pour chaque À > 0 
fixe, l'équation (1) admet alors une seule solution w, (z, À) telle que 


(2, 2) = f7F (z)e-?S0) (10) 


pourz € D;,z2— a;. Indiquons les formules asymptotiques de la solu- 
tion w, dans le domaine D,. Prolongeons analytiquement les fonc- 
tions S (z) et f!/4(z) de D, à D, le long d’un chemin canonique ne 
passant pas par le point z — 0; alors Re S (z)< 0, z € D;. Suppo- 


sons que b; (8) E D, + est un chemin canonique reliant les points 
b; (0) et a E Dx, et Arg S (z) = 0 sur Ÿ. où |6|< 7/2. Alors, 
pour À —> oo, z E?, 
(2, = TT TT (in + O (Hm)) 58 Æ 

LP (hs nas +0 (fm))e SE). (11) 
La fonction ,, est définie par les formules (7), (8), le signe plus 
(resp. moins) est pris pour 60 (resp. 860). La majoration du 


résidu est uniforme en z et 6. 
Des résultats analogues ont été acquis dans [110] pour l'équation 


plus générale 
u" = [A*f (z, À) + g (z, à)l a. 


$ 7. Deux points de retour voisins 


1. Position du problème. Considérons l'équation 
y" — q (x, a)y = 0 (1} 


sur l'intervalle Z = [a, bj, où À >> O est un grand paramètre, & € 
E J = [0, «l, &, > 0, la fonction q (x, «) est réelle et de classe 
C°(I x J). Les paramètres À et & sont indépendants. 

Supposons que pour chaque & € J0, «,] fixe l'équation (1) pré- 
sente exactement deux points de relour: x, (&) et x, (æ) qui sont sim- 
ples et qui pour &« = 0 fusionnent en un seul point de retour double 
tee G << z9 << b. Un exemple type nous est fourni par l'équation de 

‘eber 


y" + À (2 — a) y = 0. 
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On demande de construire un système fondamental de solutions de 
l'équation (1) dont le développement asymptotique soit valable pour 
À — Lo et uniforme en rE£El, a E J. 

Un autre cas se présente lorsque les deux points de retour voisins 
Zi (&), x, (æ) sont complexes (pour & >> 0). La fonction q (x, @) 
est alors accessoirement supposée holomorphe en xE€ D, où D 
est un domaine du plan de zx complexe, D = Ï, pour chaque a € J 
fixe. Un exemple type nous est donné par l’équation de Weber 


y" + (ét +a)y=0. 


Les problèmes de cette nature se présentent, par exemple, en 
mécanique quantique, lorsque l'énergie de la particule est proche du 
fond du puits de potentiel ou du sommet de la barrière de potentiel. 
On admet dans la suite que z, = 0, a < 0 << b, et que a, > 0 est 
assez petit mais ne dépend pas de À. 


2. Points de retour réels. 


2.1. Structure de la fonction q (x, «). Comme le point zx = 0 est 
pour & = 0 un point de retour d'ordre deux, il vient 


g(0, 0)=gx(0, 0)=0, gxx(0, 0) #0. (2) 
Exigeons accessoirement que soit réalisée la condition 
a (0, 0) Æ 0. (3) 


Pour les petits x et &«, on a 
g(z, a)=g8 (0, O)a+[9ie(0, 0) 22 + 
+ 24xa (0, 0) za + que (0, 0) «1 +... 
La réalité des points de retour conduit à la condition 
Ga (0, 0) gxx (0, 0) < 0. (4) 


Numérotons les points de retour de telle sorte que x, (x) << 0 << x, (@) 
pour & >> 0. La fonction g peut être mise sous la forme 


q(x, a)=(r+a(a)r+b(a))q(x, a), (5) 


où q{x, a)EC" (Lx), a(x, «)==0 pour (x, a)ET XJ. Les condi- 
tions (2) à (4) entraînent ! 


a(0)=b(0) =D(0)=0, D'(0)>0, D(a)=a*(æ) —4b(a). (6) 


Puisque 


zi,2(a) = (—a (a) + V D{a)), 
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z; («) sont des fonctions de Va indéfiniment dérivables pour & € J. 


2.2. Equation transformée. La substitution 


y=Væ'(S)u, x=œp(s) (7) 


ramène l'équation (1) à la forme 
” - , > 
wss—| 22g(x, a) [g" (SN—--{p, S}] w=0, (8) 


où {p, S } est la dérivée de Schwarz (chap. IT, $ 1). Choisissons la 
fonction. $ (x, «) de telle sorte que le coefficient en À* soit de la for- 
me —+(B (&) — S*). On distinguera deux cas. 

I. Qrx (0, 0) << 0. 

II. g5x (0, 0) > 0. 

Dans le premier cas, la fonction q (x. &) est strictement positive 
pour & >> 0, x, (4) < x << x. (a), dans le second elle est strictement 
négative. Pour la fonction S on obtient les équations 


S''(B—S)—q(x, & (D, . 
S'2(B—S2)— —q(x, a) (I). @) 


Etudions le cas I, le cas IT se traitant de façon analogue. 


2.3. La fonction B (&«). Les conditions de continuité de la fonc- 
tion S entraînent que S = + VB pour r = rie (œ). Exigeons que 


S=—VYB<O0 pour x = (&) ; sur l'intervalle Z (œ) = [x (&), 
z, (æ)], on a alors 
S x 
| VB-Ea= | Vat, ar, (10) 
VE X1(@) 


où les racines sont toutes arithmétiques. La condition S = V/f nous 
donne pour x = x, (&) 
X2(@) 
2 VIT | 
B()=— | Vote, dt. (41) 


Xi(@) 


On démontre que B (œ) € C” (J). Supposons accessoirement que 
la fonction q (x, &) est holomorphe par rapport à x dans un domaine 
D contenant l'intervalle Z ; ceci nous conduit à une formule plus 
commode pour f (œ). Choisissons dans le domaine D X TJ (a) la 
détermination de Ja fonction Vq(x, «) telle que Vq(x. «) = 
— —i | Va (zx, &«) | pour x ET (œ), x > x, (a), alors V a (x, &æ) > 0 
sur la lèvre supérieure de la coupure Z (œ). Soit C un contour fermé 
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simple orienté dans le sens positif et englobant l'intervalle Z («); 
alors 


B(a)= ——+—$ Val, a) dr. (12) 
C 


L'intégrant étant indéfiniment dérivable par rapport à & pourz EC, 
on a B («) EC” (J). Si en outre la fonction q (x, æ&) est holomorphe 
par rapport à « pour & € J, il en est de même de la fonction fi (œ). 
Si l’on développe la fonction Vq (x, &) en série de puissances de & 
pour x E C, on peut obtenir le développement de la fonction f (x) 
en série. En particulier, 


B" (0) — VV Rr |ge (0, 0). (13) 


2.4. La fonction S (x, a). Fixons « > 0 et supposons que x, (a) << 
ze (&), —VBS SE VB. Le premier et le second membre 
de (10) sont des fonctions de S et de x strictement croissantes, de 
sorte que S (x, &) est une fonction continue strictement croissante. 
Sur les intervalles ]r, (œ), b] et [a. x (&)l prolongeons.la branche de 
V q (x, a) le long d'une courbe située dans le demi-plan supérieur de 
telle sorte que 


Vatx, a) — —i| Val; a) |, x > z (a); 
Vatx, a)=i| Va: a)|, z<x,(a), 


et faisons de même pour la fonction V B — S*. On constate alors que 
la fonction S est de classe C (2), est strictement croissante et indéfi- 
niment dérivable partout sur Z sauf aux points x, , (&«). Pour les z 
proches de x, (x). le second membre de (11) peut être mis sous la 


forme (x — x, (æ))*’° Q (x. &), le premier, sous la forme (S + VB) >. 
X@Q(S, B), où Q et Q sont des fonctions de classe C” qui ne s'annulent 


pas. D'où il s'ensuit que S (x, x) € C°® (1) pour & > 0: pour &« = 0 
ceci se prouve directement. De plus S (x, &) E C (I :: J). 


3. Points de retour complexes. Dans ce cas les conditions (2), 
(3) restent en vigueur et la condition (4) est remplacée par 


ga (0, 0) gx (0, 0) > 0, (14) 


La représentation (5) de la fonction q et les conditions (6) restent va- 
lables aussi. Les points de retour sont conjugués complexes : x, (œ)— 


= zx, («). Désignons-les par x (œ) et x (œ), Im x (&œ) << 0. 
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La substitution (7) ramène l'équation (1) à la Forme (8). Comme 
au n° 2, il faut distinguer deux cas. 

IT. qux (0, 0) > 0. 

IV. gx (0, 0) << 0. 

Pour la fonction S on obtient les équations 


S'2(B+ S? = q{(x, a) (IIT), 


15 
S'(B+S2)-= —qg(r, œ) (IV). (15) 

Traitons le cas III: alors 
| VB+tdt— \ V'a(t, oc) dt. (16) 


ii xit@) 


Choisissons les branches des racines Vg(t, &) et } t?+B qui sont 
strictement positives pour {€ 7; ces racines sont donc strictement 


positives sur les intervalles [z(a), z(œ)], [—i y B, i VB. Donc 


(] | Re x(œ) 
| Vhrra= "À, | Vatajdt-i4, A>0. 
VB x(@œ) 
De la condition S = —i Yf on trouve pour r=zx(a) que 
2 y — 
B(a=—<— | Vatr, a)dt. 
x(@) 


Soit C un contour fermé simple dans le plan de x complexe con- 


tenant l'intervalle [x (æœ), x (&œ)] à l'intérieur et orienté dans le sens 
positif. Alors 


B(a)= —+$ Vatx, ar, (17) 
C 


où la branche de la racine est choisie de telle sorte que V q (x, &) > 0 
pour EC, z>Rezx (x). La fonction B («) est indéfiniment déri- 
vable pour & € J et la formule (13) est valable. Pour chaque & € J 
fixe, la fonction S (x, &) est holomorphe par rapport à x dans un 
voisinage complexe de l'intervalle 7 et continue par rapport à (x, &), 
ce qui se prouve comme au n° 2.4. Pour zx € J la fonction $S (x, &) 
est réelle et strictement croissante. Ceci découle du choix des bran- 
ches des racines et du fait que pour x € 


x 


S 
|VE+FFa- | V'at, a)dt. 
0 


Re x(a) 


238 ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE À POINTS DE RETOUR (CH. IV 


4. Terme principal de la représentation asymptotique des solu- 
tions. L'équation (1) est ramenée à la forme (8) par la transfor- 
mation (7): il suffit donc d'établir les formules asymptotiques des 
solutions de l'équation (8). Désignons de nouveau la variable indé- 
pendante par x et remplaçons $ par «* (on rappelle que B (œ) > 0 
pour & >> 0), eù a > CO. 


4.1. Cas I. Considérons l'équation 
y (a) y+f(x, a) y=0 (18) 


sur l'intervalle Z — [—a, a), a > 0, où f est continue par rapport à 
z et &«. L'équation modèle est de la forme 


w"— (a) u* = 0. (19) 


Ün système fondamental est constitué des fonctions du cylindre para- 
bolique U (—a°, x), V (—a*, x) [11]. Dans les notations de Whitta- 
ker on a 


U (a, x):= Dojo (x), 
V (a, 2) = (a +—) [sin naD_, 1,9 (x) + D_5-172 (—2)]. 
Le wronskien de ces solutions est égal à 
W(U, V)=V2/x. 
Pour x—>—+ œ et a fixe, 
U(a, x) x-e-il2e-#l4, 
V(a, r)= V2/nzæ-t/2erls, 


Le développement asymptotique de ces solutions est plus compliqué 
pour x —> —oo [11]. L’équation (18) admet un système fondamental 
de la forme 


yi(x, À, a)=U (— a, x VA)+0(X"23)U (—Aa?, xVA)|. (20) 


Les majorations des résidus sont uniformes en retæ, r£€életæ€ 
E J = [0, «,l, &«) > 0. Ceci vaut également pour les majorations 
ultérieures. 


4.2. Cas III. L’équation réduite est de la forme 
y (+ a) y+f(x, a)y=0. (21) 
Un système fondamental de solutions de l'équation modèle 


w"— (5 + a?) w—0 (22) 


& ] DEUX POINTS DE RETOUR VOISINS 239 


est constitué des fonctions U (œ*, x), U (—a*, x). L'équation (21) 
admet un systeme fondamental de la forme 


Ya,2(x, À, &)=U (Aa, + rVA)[1+O(X In), (23) 


En mécanique quantique, les variantes envisagées correspondent 
au cas où l'énergie de la particule est proche du fond du puits de 
potentiel. Les deux variantes suivantes correspondent au cas où 
l'énergie de la particule est voisine du sommet de la barrière de po- 
tentiel. 


4.3. Cas II, IV. Considérons l'équation 
g+u (+) y+f(z, ay 0, (24) 


où la fonction f (r, &) possède les mêmes propriétés qu’au n° 4.1. 
L'équation modèle est de la forme 
o + (£ 
et admet les systèmes fondamentaux de solutions 
{W(a?, x), W(a?, —x)}, {W(—a°, x), W(—a?, —7x)}. 

Le premier (resp. le second) de ces systèmes est associé à &° (resp. 
—a@*). Le wronskien de ces solutions est égal à 

W (W (a, x), W(a, —zx)) = 1. 
Pour z—>-+oo on a 


W (a, x) — 2 cos (a Inz+ + ; +) +0(—) , 


+ a?) u = 0 


W (a, —5=y/ sin (——aimr+— + — 


te] 8 
mm” 
nn, 
LEE ES 
nd 
» 
——”” 
L ] 


où 
k=V1—ete er, D Arg TL (1/2 + ia). 


L'équation (24) admet le système fondamental de solutions 


[105, 106] 
wi 2(x, À, a) =W(+ia, —xV2)+ 

+O(GtIn2W (+ a, —zV1)l), 
wi,2(r, À, a)=W(+Aa, zVA)+ 

+0 (2-28 1n AW (+ ke, x VX)|). 


Les majorations des résidus sont uniformes en x et «. 


(25) 
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$ 8. Confluence de plusieurs points de retour 


{. Polygone caractéristique. Considérons l'équation 
eu” — q (5, e)w — 0 (1) 
sous les conditions suivantes : 


1) La fonction q (:, €) est holomorphe par rapport à l’ensemble 
des variables dans le domaine 


D:1:1<ro, le | Leo | Arge|< 04. 
2) Pour e — 0 et | Arg e | < 0,4, on a le développement asymp- 
totique 
Ÿ 


r.ù 


g{s e)= © q(:)e", 
uniforme en 3, |[z| <r,, où les fonctions q, (z) sont holomorphes 
pour |z2|<r. 


3) Go (Z) = Z"Qn (2); 9o (0) Æ 0. La fonction gq, (2) est holomorphe 
pour |z2| ro. 

Pour m > 1 le point z — 0 est un point de retour. Le cas r = 1 
étant traité dans les $$ 1. 2, et le cas rz — 2, dans le $ 7, on se pen- 
chera seulement sur le cas nr > 3. Les nombres r, et £, sont supposés 
être strictement positifs et assez petits. Sans nuire à la généralité, 
on peut admettre que gq (2, 0) — 2", puisqu'on peut ramener l’équa- 
tion (1) à cette forme par un changement de variable et de fonction 
(chap. II, $ 1; chap. IV, $ 4). L’équation (1) devient alors 

eu" —[z"Leg(z, e)] uw = 0. 


On appellera point de retour z(e) de l'équation (1) une solution de 


l'équation gq (z, €) — 0. Si q (z, e) Æ 0, et e  O, il existe r points 
de retour 5, (€), ..., z, (e) qui fusionnent en un seul point de re- 
tour z = 0 lorsque € — 0. On les appelle points de retour secondaires. 

Supposons que q, (z) Æ 0 ; alors 
gr(D= À Graz, rm, Æ0. (2) 


kæ=m, 


Sur le plan rapporté aux coordonnées cartésiennes X, Ÿ repérons les 
points 


Q=(1, —1), P,=(0, n/2), P,=(r/2, m,/2), r=1,2, ... 


Si qg, (2) = 0, le point P, n'existe pas. 

Soit | une ligne polygonale reliant les points P,, Q et admettant 
pour sommets certains points P,. Supposons que F est convexe vers 
le bas et que tous les points P, sont situés sur ou au-dessus d'elle. 
La ligne l'est alors appelée polygone caractéristique du point de re- 
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tour z: — 0 [77]. La ligne l est composée d’un ou de deux segments. 
Trois cas sont possibles. 

1. Test le segment P,Q. Dans ce cas soit 2m, > n — 2, soit 
Qi (2) = 0, de sorte que gq (z. €) = z" + e*g (2, e) (les équations de 
cette forme ont été étudiées dans les paragraphes précédents). 

2. l'est le segment P,Q, mais P, € T. Dans ce cas, 2m, — n — 2. 

3. l'est une ligne polygonale de sommets P,, P,,Q, le point P, 
est situé au-dessous du segment PQ. Dans ce cas 2m, << n — 2. 

La représentation asymptotique des solutions au voisinage du 
point z — 0 est bien plus compliquée dans les cas 2 et 3 que dans 
le cas f. 


2. Réduction de l'équation (1) dans le cas où l est un segment [33]. 


2.1. Réduction dans un voisinage complet d'un point de retour. 
Remplaçons l'équation (1) par le système équivalent 


| (® 1 w | 
Fe — L (z, €) o OT Lu | G) 


Supposons remplie la condition: lorsque z — 0 
qi(z)=0(2m-0/2), n impair, 
gi(z) = 0 (z"/°), n pair. 
I1 existe alors une fonction matricielle T (z, e) telle que la transfor- 
mation 
u = T(z, e)v (4) 
ramène le système (3) à la forme 
_ O 1— 
EL" — 


2" Le D B, (e) si 0 U. (9) 
J—° 


La matrice T (2, e) est holomorphe par rapport à z et e dans le 
domaine D (cf. la condition 1)) et admet le développement asympto- 
tique 


T (:, €) = > T,(z)e", e—0, |Arge| 6, (6) 


TT — 


uniforme en z, |z2| <r, et de plus det 7, (2) = 1. Les fonctions 
B; (e) sont holomorphes pour | e | < &o, | Arg € | 8, et admettent 
dans ce secteur les développements asymptotiques suivants: 


B;(e)= À Bret, e—0. 
R=0 


16—01011 
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Le système (5) est équivalent à l'équation 


eW—[a+e À By (e) 2" |w =0 (7) 


——*) 
—— 


dans laquelle le coefficient de W est un polynôme en z de degré n. 

Donc l'étude de la représentation asymptotique des solutions de 
l'équation (1) au voisinage du point de retour z — 0 implique néces- 
sairement celle des solutions d'une équation de la forme 


w"—Q{(z)}w—=0, Q(z)=2" +az-i+...+a,. 


Les conditions imposées à la fonction q, (z) sont équivalentes au fait 
que le polygone caractéristique [ est composé d’un seul segment. 


2.2. Réduction de l'équation (1) dans un secteur. Supposons que 
pour z—+ 0 


da (z)=0(2"-1/2), n impair, 
qi(z)=0(2"-2/2), n pair. 


Remarquons que si n est pair et qi (z) — qo 2°? + ..., alors l 
est constituée de deux segments. Supposons que 6 >> 0 est assez petit, 
que le domaine D est le même qu’au n° { et que 8, — (m + 2) 6/4. 
Il existe alors une transformation (4) réduisant le système (3) à la 
forme (5) et jouissant des mêmes propriétés. La seule différence est 
que la réduction est réalisée pour les z contenus dans le secteur 


2kn £ 37 


n+2 = m+2 


IT 
n +2 


où k est un entier fixe. 


2 ro, + Ô< Arg z—- + 6, 


3. Représentation asymptotique des solutions dans le cas où F 
est constituée d’un seul segment [99]. Dans ce cas l’équation (1) 
est de la forme 

eu" + [2° +ez"q (2) + efg2 (z, e)] w =0, (8) 


où soit qg, (0) = 0, 2m > n — 2, soit q, (z) = (. 
Le voisinage | z | < r du point de retour est partagé en deux do- 
maines: un domaine extérieur 
et un domaine intérieur 
D; : | Z < Cas 


où c, et c. sont des constantes strictement positives indépendantes de 
e, c. est assez petite. Les développements asymptotiques des solutions 
construits dans ces domaines s’appellent respectivement développe- 
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ments (ou solutions) extérieur et intérieur. Le développement extérieur 
est tout simplement la modification de l'approximation WKB 
(chap. IT, $ 3). Le développement intérieur s'exprime en fonction 
des solutions de l’équation modèle 


e2w" — z"w—0, 
c'est-à-dire au moyen des fonctions de Bessel ($ 3). L’intersection 
D, N D, n'étant pas vide, les deux développements asymptotiques y 
sont valables, ce qui permet de les « souder » et d’obtenir ainsi la 
représentation asymptotique d’un systeme fondamental de solutions 
de l’équation (1) dans un voisinage complet du point de retour. En 
fait la situation est légèrement plus compliquée puisqu'il faut parta- 
ger les domaines D, et D, en secteurs, construire dans chacun d’eux 


la représentation asymptotique du système fondamental correspon- 
dant et trouver les formules de raccordement. 


3.1. Développement extérieur. Faisons la transformation 


17) 1 1 U: 
—=| ., , 2= 2. 
Ew” izn/2 —jz/2|| uw 


On obtient alors le système 


Gt Pe)r = B(, e)u, 
B(Ge)= 2 B,(t)IE **°ep 


Remarquons”que p=&" "#0 si |z|>et/"m+2-@, aq > 0, de sorte 
qu’il faut chercher la solution asymptotique formelle u sous forme 
d’une série de p. On a 


—2i 0 —ib, (È)—n/2 — ib, (0) + 7/2 
8 @=| 0 à] Bi) = | ib D b, on] 
—ib; (©) —ib, a | 0 
6) b,@]" 7 
où b;(£) sont des séries de €. En particulier, 
gr +qiast+...+qiu, C++ ..., n pair, 
PE -{ a+ +... +qi 


OÙ kom =7/2+m—1, kom =(n—1)/2+m—t1i. 
Supposons que D; =S, fN D., où S, est le secteur 
2(k—1) 2(k+1), 
n+2 Cn+E2 


B; o=| 


9 _ e e 
m1 + ..., n impair, 


n< Argz< ——— 


s 
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L'équation (9) admet la matrice fondamentale 


1 1 ü : | 
= 27 ns _— nr | [7 TE U; (6) (ec?) + Rh (æ e) | A 
x exp{(ec ""7"A5+ Ai}, (9) 


x [1 0 —1 0 
A = n +2 Lo il: A=a@| 0 L: 


. (10) 
a()=i ré, (t) dt. 
Ù 
Dans le domaine D, le résidu admet la majoration 
Rn(Ë, E)] LC (E6"72). (11) 


Lorsque p — , le développement extérieur coincide avec le déve- 
loppement standard WKB (chap. IT, $ 3), les matrices U, (£) se 
déterminent à partir de relations récurrentielles. Dans ces formules 
2250, z/4 = 0 pour z > 0. 


3.2. Développement intérieur. Dans le domaine D, l’équation (1) 
peut être traitée comme une déformation de l'équation e*w” + 
+ z'w = 0 dont les solutions s'expriment au moyen des fonctions 
de Bessel. La transformation 


2=8e-2/(n+2)z sd — 1 0 v — g!/(n+2) 
— ? Eu’ — 0 p" ? p — ’ 


nous conduit au système 


dv | 0 | 
d on > D 
: — 2 + (z, p) O. 


Ÿ (2, p)= 2 Cj (2) p. 


(12) 


La nouvelle variable z s'appelle variable endogène. On cherchera une 
solution asymptotique formelle sous la forme 
p’; 


æ 
C9 


S v,C 
0 
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pour v;, on obtient alors le système récurrentiel de solutions 


J 
dv dé dv; Tv . 
D Coin —= D Cr(z)vin j>1, 
dz dz k--0 


(13) 
c@=| 0 | C =| 0 N 
0 7" 0 ? j c) (2) 0 ° 


On traitera l'équation (13) comme une équation matricielle, c'est- 
à-dire que v est une (2 X 2)-matrice. La première de ces équations 
admet la matrice fondamentale 


»=e[° 0 IPS en 
vo(z)= 1 22] LH%,E H®.,(® 


9 Ld 
E— = p(n+2)/2 V — 
n+2 ? 


(14) 


1 
n-+2 ° 
Les équations suivantes se résolvent par la méthode de variation 


des constantes. Si les contours d'intégration sont convenablement 
choisis, on obtient 


\— 1 0 1/(n+2 js? 0 |: _ 
@=| cs LE MOTS Le (45) 


£1. : © = y/ À ex (ei | E— Se —<)}. 


Les représentations asymptotiques et les majorations ultérieures sont 


toutes valables dans le domaine D, (2) — D, NS, L'équation (9) 
admet une matrice fondamentale de la forme 


Po | 0 m nd . . a 
nGD=| [ZE Go +01)|, Ike 
j= 0 


Y, É (0 | y k 0 |: 
(2, p)= 0 o" E 0 Tn2 Du 


x [3 2, Grpy + 0 (apres) | TE ol F1>& 


(16) 


j=0 


où wy(z)=2"/2V,(z), les fonctions matricielles w,(z) sont bornées 


pour 211>4 et > 0 pour > 0. Les matrices V,(E) admettent 
les développements asymptotiques suivants pour E—+- co : 
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A. n'est pair. Alors 


Vom1(E)=0, 2m—1<n+2, 


Vam (E) = Em +2) à Vom. JE, 2m<n+2, 
J2— 


VOTE Vatiins], kn+2. 


J=1 


En particulier, 


V, ®=+ ES qua EC +2V, (E) | n 1-08} | 
B. nr est impair. Alors 
VE) = ET? È VAE, k<n+2, 
ME [not À tint], E>n+2. 
En particulier, 


n —i 0 
= (22) que +2 (E) il ) .]+08] 


3.3. Formules de raccordement. On a 
W(z, e)=Wo(z, p)Q(P). 


La matrice de liaison est de la forme 


Q, (p) = VÆ ( 2 - JAH m2 Ve 


, f(r+t)}) 0 


| +O(e)?, (17) 
0 exp {—i( +4) ) 
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Cette formule permet de calculer.la valeur prise par le développe- 
ment extérieur au point de retour z = 0. On a 


Y, (0 e)= | vo (0) [7 + Ap° +0 (p*)] D(p), nr pair, 
DE Vo(0) [7 + Bp?+-0 (pt)] SG, (p), r impair, 
i2 
T'(1—v)sin va 0 — 1 | 
Vo (0) — 0 n + 2 n/(n+2) [21-Y | ia _ anal ? 
2 ] FT (v) sin vx 


où À et B sont des matrices constantes, v — 1/(n + 2). 
Des développements intérieurs pour les systèmes fondamentaux 


dans les domaines D, (z) MN D, et des formules de raccordement 
analogues sont acquis dans [99]. 


&. Représentation asymptotique des solutions dans le cas où F 
est composée de deux segments [100]. Dans ce cas il faut partager le 
voisinage du point de retour z = 0 en plusieurs régions. Bornons- 
nous à l’exemple [112] 


ew”"—(z"—e)w—=0, n>3. (18) 


4.1. Développement extérieur. Le domaine extérieur D, est la 
couronne 


Me"<|z1<r, 


où M > 0 est un nombre assez grand, le développement extérieur de 
la matrice fondamentale W de l'équation (18) est de la forme 


nn /4 


z 0 } - 
W (x, o=| 0 is) W(z, E)x 


1 2 n+2)/2 L 2=n)/2 1 0 
frere emnft 1]. 


_ 1  —1 
W (z, €) | [+00 (19) 


Le domaine D, est recouvert par les domaines D,x, k = 0, 1, ... 
., R +1, contenus chacun dans un secteur 


— 27xk 
ARE < are < 


Me" <|z|<r, 


371 + 2nk … 
n +2 


Gi+3 : 0 + ô, 
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et se construit de la manière suivante. Soit G;+: l’image de Gr+s 
par l'application & — zt"*#°)/2, de sorte que 
2 2 
—Dtnk + 6 <Arg EE + ak — TS 6, 


Co — pin+2)/2 


Soit D, } € Gh+2 un domaine tel que chacun de ses points & 
est reliable au point —£©, par une courbe le long de laquelle Reë 
est croissante et au point ©, par une courbe le long de laquelle 
Re à est décroissante. Le domaine D, , est la contre-image de 


D... x. En particulier, si À —0, G; est le secteur 
MEME IE Lin —$ H+ÉLABLES TE —6. 


Menons des tangentes au cercle C: | Ë | — M("*/=el/" vers le bas 
jusqu’à leur intersection avec les rayons frontières du secteur G; 
et retranchons de G;, les deux petits domaines découpés par ces tan- 


-gentes ; on obtient alors le domaine Des. Dans chaque domaine D. 
il existe une matrice fondamentale W, (2, e) de la forme (19). On 
peut établir le développement asymptotique en série de puissances 


de € de la matrice W. 


4.2. Développement intérieur. Le changement de variables 


z—æl/nt, p = gtn-2)/(2n), (20) 
ramène l'équation (18) à la forme 
pe LE (1) u = 0. (24) 


Pour domaine intérieur D, prenons le cercle | { | < M (c'est-à-dire 
|x | & A/e!/") privé de petits voisinages fixes de tous les points de 
retour {, — exp{2nik/n}, k — 0, 1, ..., nr — 1. Ces points s’ap- 
pellent points de retour secondaires. 

L'équation modèle (21) n’est pas intégrable au contraire du cas 
envisagé au n° 3, mais on peut déterminer la représentation asympto- 
tique de son système fondamental de solutions pour p —+ 0 dans le 
domaine D, tout entier à l’aide des méthodes développées au chap. 
III, $ 3. De chaque point de retour sont issues trois lignes de Stokes 
qui partagent le plan de tf en (nr + 2) domaines de type demi-plan 
et en domaines de type bande. Construisons la représentation asymp- 
totique d’une matrice fondamentale intérieure. 

Du point de retour { — 1 sont issues deux lignes de Stokes L,, L, — 
= l,Imt>0 pour t € L,, d’asymptotes Arg t — -n/(n + 2). Elles 
bornent un domaine D, de type demi-plan contenant le demi-axe 
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J1,+o[. Pour n impair, la troisième ligne de Stokes [, est le demi- 
axe ]— co, 1], pour n pair, c’est le segment [—1, 1]. A la ligne /, 
adhère un domaine D, de type bande, au domaine D,, un domaine 
D, de type demi-plan tel que l’une de ses lignes de Stokes frontières, 
l,, admet la même asymptote Arg ? = n/(n + 2) que l:. 
Posons 
D, = D,UlLUD,UlUD:, 


le domaine D, étant canonique (chap. IIT, $ 3, n° 2.1). Retirons 
de D, les petits voisinages des lignes de Stokes frontières et dési- 


gnons le domaine obtenu par D. Supposons qu’un système fondamen- 
tal de solutions est défini par la donnée de (1, Z,, D,) ; l'équation (18) 
admet alors une matrice fondamentale de la forme 


ns ni [| p/4(4) 0 nr ee 0 
W(t, p)=e!? 0 et/2pi/4(t) W(, p) 0 vs | 
(22) 


Î . 
S)=\VpOdr, p(t=t"—1, 
.1 


n 1 —1 
W(t, p)=— k | +0 (bp). 
Désignons par W. (z, e) la matrice fondamentale extérieure corres- 
pondant au domaine D,,4(n° 4.1); alors 
Wilt, p)}=We(z, e)Q(e). 
La matrice de passage Q (£) étant indépendante de z, on peut dans 
cette formule prendre n'importe quel 3 € D, f\ D. et remplacer les 


matrices fondamentales W, et W. par leurs représentations asympto- 
tiques (19) et (22). Posons 


To = api/(n-2), L—=ap"l/n-2, la] = 1, 
de sorte que x, € De,2; alors 


lo 
| 2 (n+2)/2 Î -n/2+1 LR 
= 22 2 + La —+ | Vrud= 
d 


= c,p71+ 0 (ptr+2)/0R- 2»), 
Pour la matrice Q (e) on a la formule asymptotique 


n-i 


ri ec1p"" (0) 
Q (g)=ei2 e 3[I+0O(p) | 0 er | ; 


où c, est une constante. 
L'équation 


e2w" —(2—Eez) w = 0 
est étudiée en détail dans [113]. 


CHAPITRE V 


ÉQUATIONS ET SYSTÈMES D'ORDRE n 


Dans ce chapitre on se penche sur les équations scalaires 
y + Aqi(z, AT) YO +... + M'qn (x) y = 0 
et les systèmes 
y'=ÀAA(z, Àt)y, À —oo. 


On établit les formules asymptotiques des solutions sur un intervalle 
fini, un demi-axe et dans le plan de x complexe. 


$ 1. Equations et systèmes sur un intervalle fini 


1. Equation d’ordre #7. Considérons l’équation 
y =y+ À An (x) y = 0 (1) 
h=1 


sur l'intervalle Z — {[a, b], où À > 0 est un grand paramètre, les 
coefficients q4, (x) sont à valeurs complexes et tous les gqz (x) € 


€ C® (1). La représentation asymptotique des solutions de l’équa- 
tion (1) pour À + +o s'exprime dans le cas élémentaire en fonction 
des racines de l'équation caractéristique 


n—{ 


L(z, p)=p"+ à qn (x) p'À = 0. (2) 


La fonction L (x, p) s'appelle À-symbole de l'opérateur /. Remarquons 
que l'équation (1) peut être mise sous la forme 


L(x, N'D)y=0, D — d/dr. 


1.1. Solutions asymptotiques formelles. On cherchera une solution 
asymptotique formelle de l'équation (1) sous la forme 


y = est) D, A aj(x). (3) 
j=0 
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Portons cette série dans (1), simplifions par e$*) et égalons à zéro 
les coefficients des puissances de À". Nous obtenons alors un système 
récurrentiel d'équations pour les fonctions inconnues $ (x), a, (x) et 
a, (x). Ecrivons les deux premières équations. L'application de la 
formule de Leibniz 

n 


Le) = D 7 Die) ( 


j=0 


0 
op 


1, pl _, 8) 


nous donne 


L'[ao (x) eS09] = eàStx) | 1 (x, S'(x)) (x) + à (L,(x, S'(x))as (x) + 
+ ln S'()S"(2)a0(7) +02]. (4) 


Pour la fonction S’(x) on obtient l'équation L (x, S’(x)) — 0, c’est- 
à-dire que S'(x) est une racine de l'équation caractéristique (2). 
Soit p; (x) une racine de cette équation. En posant S'(x) = p; (x), 
on obtient 


S(2)= | pitt, El. 


La fonction a, (x) se détermine à partir de l’équation 
’ 1, 
L, (z, P;j (x)) er (x) + 72. D; (x) lp (x, D; (z))a (x) == 0, 


et l’on obtient en définitive une solution asymptotique formelle de 
la forme 


vi(x, A)=yy(x, À: mo) (1+O (21), 


x 


x 
o .[ 1 , l (£, P (2)) 
yj(x, À; Zo) = EXP {3 | P;(t)dt—— | P;(t) TE PO) AT) d } 


Xo Xo 


(5) 


On s’est borné au calcul des fonctions S (x) et &, (x). Cette métho- 
de nous permet de calculer les autres coefficients a, (x), a> (x), . .. 
de la série (3). Mais leurs formules sont volumineuses et dans les 
applications on ne fait usage en principe que du terme principal de 
la représentation asymptotique. 


1.2. Conditions suffisantes d'existence de la représentation asympto- 
tique des solutions. Si l'équation caractéristique (2) admet une racine 
multiple pour z = x,, alors x, s'appelle point de retour de l'équation 
(1). Les points de retour s’obtiennent par élimination de p entre les 
équations du système 


L(z, p)= 0, l, (x, p)= 0. (6) 


252 ÉQUATIONS ET SYSTÈMES D'ORDRE n (CH. V 


Soient p1 (x), - -., Pn (x) les racines de l'équation (2). Posons 
les conditions: 

1) L’équation (1) ne possède pas de points de retour pour x € 1, 
c'est-à-dire que 


Pit) Æpa(x), jÆk, 2€. 


2) Les différences Re (p; (x) — p4 (x)) ne changent pas de signe 
pour j fixe, El, k—=1,...,n. 


Si la condition 1) est satisfaite, alors px (x) EC” (1),k = 1, ... 


À 

L'équation (1) admet une solution de la forme 
eU V1 2 NN 
yyGe = ÿjt 5 a)[1+ 5 Fan @)+0@7)], 3 00, (7) 


h=—1 


où V > 1 est arbitraire, les a; (x) € C” (1) et la majoration du rési- 
du est uniforme en x € J. 

La iormule asymptotique (7) peut ètre dérivée par rapport à x 
et à À autant de fois qu'on le veut avec préservation de l’uniformité 
en x de la majoration du résidu. En particulier, pour le terme prin- 
cipal de la représentation asymptotique, on a 


y (x, 2) "pr (x)y;(x, À), À + oo, 


uniformément en zx € J. 

Si la condition 2) est satisfaite pour tous les j, les solutions (7) 
forment un système fondamental de l'équation (1). Les causes de 
l’apparition des conditions 1) et 2) ont déjà été discutées au chap. IT, 
$ 7. … 
Le terme principal de la représentation asymptotique y; peut 
s’écrire sous une autre forme. En se servant des identités (où p — 
— p (x)) 


Ge = p' (oops P)+ pars Ph 


p'(x) lpp(z; b) 
lp(x, p) 


px (x, p) 


d 
= pre : 


on déduit de (5) que 


yix, À: To) = 
_ ‘ | r px, P; (4) 
— 1/2ex — | —"— 
=[1,(x, p}(G) 2exp {2 | pDdi+ | upon d}- (8) 


Xo 
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On peut également mettre ÿy sous la forme 


{ P; ()— p, (t) 


Xo 


Dies r)=epf (nou (SE), 
Xo k=— 


où l’accent prime exprime que À Æ j. 
Exemples. 1. Considérons l'équation binomiale 
y — Lg (x) y = 0. 
Cette équation ne possède pas de point de retour si qg (x) #0, x € I. 
Soient q!’" (x) une branche fixée de la racine et w,, ..., w, les 


valeurs de 1. La représentation asymptotique du système fonda- 
mental de solutions est de la forme 


(x, À) æ [g (x) tr exp (ro, | gV" (1) dt} 


à condition que les différences Re [(w; — w:) g!/" (x)] ne changent 


pas de signe pour z € Z. Cette condition est satisfaite si la fonction 
q (x) est réelle. 


2. Considérons l'équation « bicarrée » 
y9 — 2}2a (x) y” + ASb(x) y = 0. 
Les racines de l’équation caractéristique sont égales à 


Pi(x) = + Va (z)+VD(r), D(x)= a®(x)—b(x). 
Les points de retour sont racines de l’une des équations 
b(x)=0, D(z)=0. 
De (7) on déduit la représentation asymptotique 
y; (x, À) TT 


X x 
1/2 _ ° 1 Lo, ve 

pe DU (a) exp {2 | (D dt | pi D () dt}. 

Xe Vo 
Remarque. Pour construire un nombre fini de termes du dévelop- 
pement asymptotique d’ane solution, il suffit que les coefficients de 
l'équation (1) soient suffisamment réguliers. Pour V > 1 fixe, il 
existe une solution de la forme (7) si tous les q; (x) € C*+1 (I). Par 


ailleurs, si les conditions 1) et 2) sont remplies, l'équation (1) admet 
une solution dont la série asymptotique est 


piCes D ÿi(e ki 29) [14 À Eau (a)], à + 00. 
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Mais cette solution ne peut être déterminée à l’aide de conditions de 
Cauchy. 


1.3. Réduction de l'équation (1) à un système. 11 existe une autre 
méthode de construction d'un système fondamental de solutions de 
l'équation (1). Tout d’abord l'équation est réduite de la manière 
habituelle à un système du premier ordre. Ensuite le système obtenu 
est ramené à une forme quasi diagonale 


= {AA (x) + Ai (x)+ HAT HAS (x) LH O(A TN), 


où A;(x) sont des matrices diagonales. En négligeant les termes 


d'ordre O (À 7"), on obtient un système intégrable et donc une solu- 
tion asymptotique formelle. 
Indiquons les formules explicites pour le cas N = 1. La substi- 
tution 
Y=Yis Yi ÀYas es Yn-1= ÀYn-i 


ramène l'équation (1) au système du premier ordre 


0 1 0 ... O0 
TE 0 0 1 0 
y=l ... |, A(z)=l -................. (10) 
Yn 0 0 0 
In nn ne ie 


La matrice À (x) admet les valeurs propres p; (x) et les vecteurs pro- 


n— 


pres (1, p; (x), ..., D: ‘(x))},1<Lj< n. La matrice 
1 1 ... 
TZ (x n\T 
=] MG PU) 


e. +. + + + + ee + + ee ee ee 


(2) pa). pit) 
ramène la matrice À D à la forme diagonale, c'est-à-dire que 
Ti' (x) A(x) To(x)= Ao(x) = diag(p; (x), -.., pn(x))- 
La substitution y — T, (x) z ramène le système (10) à la forme 


= [AA (2) — Tor (2) ME] 2, (11) 
c'est-à-dire diagonalise le système (10) à O(1) près. On a 
_ TE _ P; (x) PTACE p;(x) _ _,"m 
(A) 5 ere 2") 
, (12) 
(Ts! (x 7) TE) … Ph (x) lh (z, Pr (z)) £ . 
in  P,(G)—p,() lp(z p;() ? 
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Faisons le changement z = (72 + À!T,) w, c’est-à-dire que 
y=To(z)(l HAT, (x)] w; (15) 


on obtient alors le système 


w' = [(+AIT) (RAT Te) (HA IT,)— 


(LH ANIT ICE Tu. (414) 
La matrice de ce système est égale à 
MAo-+ {TAos Ti] To Se} + O (271), 
où [Mo T1] = AoTi — TA, est le commutateur des matrices A, 
et T,;. Choisissons la matrice 7, de telle sorte que la matrice entre 


accolades soit diagonale: 


[Ao Til—Ts Te = À. 


La matrice 7, n’est pas unique, puisque les éléments diagonaux de la 
matrice [A,, 7] sont nuls. Pour fixer les idées posons 


_ nu à 
Ty=0 (Tin (p;— pat (Te SE), : (15) 
pour w on obtient alors le système 
= [AA (x) + Ai (x) + O (A°1)] w, 


où A,(x) = diag (pi'’ (x), ..., p#” (x)), les fonctions p‘} (x) in- 
terviennent dans (12). En négligeant O (À-'), on obtient un système 
intégrable dont les solutions sont 


W (TZ, À) = coÿn (zx, À; ïo), 1<A<n. 


En posant c,; — 0 pour 4 & j, c; = 1 et en tenant compte de ce que 
y = T,(x) [I + O (A )] w, on obtient une solution asymptotique 
formelle y; (x, À) de l'équation (1). 

On peut effectuer une transformation de la forme 


y=T,(z)U HAT, (x) +... + AN TIT (x)] z 


et choisir les matrices T, (x), , T x-1 (x) de telle sorte que la 
matrice du système obtenu soit diagonale à à O (À 7") près. 

Cette méthode de construction de la représentation asymptotique 
des solutions a l’air plus compliqué que celle du n° 1.1, mais elle 
présente de nombreux avantages. Tout d’abord elle est valable pour 
les systèmes de premier ordre. Ensuite elle se prête bien à la démons- 
tration des formules asymptotiques (cf. $ 4). Enfin, même la trans- 
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formation élémentaire y = T, (x) z est utile dans les calculs numéri- 
ques. 


1.4. Paramètres auxiliaires et À complexes. Considérons l’équation 
n 

+ DE htqu (x, d) y = 0, (16) 
K=1 


où u € D est un paramètre. Soient p, (x, u), .- -., Pa (x, u) les raci- 
nes de l’équation caractéristique 


L(z, p,u)= p"+ 2 qr (x, ui) p'À# = 0. (17) 


Posons des conditions analogues à 1), 2) du n° 1.1: 

1) [ps (&, u) — pa (x, U)|> 6 > 0 pour xEZ, u ED et tous 
les j, k, j Æ k, où Ô ne dépend pas de xzetu 

2) Les différences Re (p; (x, u) — p, (x, u)) ne changent pas de 
signe pour j fixe, (x, El XD,k—=1,...,n. 

Le paramètre u peut être réel ou complexe. 

A. est un paramètre réel, D un intervalle de l’axe réel. 


On admet dans ce cas que q4 (x, u) € C” (7 X D) pour tous les F. 
B. Lest un paramètre complexe, D un domaine du plan complexe. 


On admet dans ce cas que qg, (x, u) € C” (ZX D) et que la fonc- 
tion g, (x, u) est holomorphe par rapport à u dans le domaine D 
pour chaque zx € J fixe et tous les #. 

L’équation (16) admet alors une solutian y; (x, À, ui) de la for- 
me (5) (dans cette formule il faut ae toute évidence remplacer p; (x) 
par p;(x,u)et l(x, p) par ! (x. n, u)): La majoration du résidu est 
uniforme en (x, u) € Z X D et la tormule (5) est dérivable par rapport 
à x, À et u autant de fois qu’on le veut en préservant l'uniformité en 
x et u de la majoration du résidu. Les coefficients a;;, (x, u) du dé- 
veloppement (5) satisfont les mêmes conditions que les coefficients 
de l'équation (16) (cf. A, B). 

Dans le cas B la solution y; (x, À, u) est holomorphe par rapport à 
u dans le domaine D pour tout x € I fixe et À > lo © 1. Toutes ces 
assertions se généralisent au cas où les coefficients ‘de l'équation dé- 
pendent de plusieurs paramètres :  — (y, + - , Um). 

Revenons à l'équation (1). Soient D un domaine non borné du 
plan de À complexe et | À | > À, > 0 dans D. En règle générale, pour 
D on prend un secteur de la forme | À | > À,, a << Arg À << f. Sup- 
posons que les conditions 1) et 2) sont satisfaites pour les fonctions 
ÀAP1 (x), - -., ÀAPn (x) pour tous les À E D. Alors la condition 2) 
change de forme, la condition 1), non. 

Les différences Re e LA (ps (x) — pr (x))]l ne changent pas de signe 
pour j fixe, k—1,..., n, (x, À EI X D. 
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L'équation (1) admet une solution y; (x, À) justiciable de la for- 
mule asymptotique (5) pour | À | —> oo, À € D, uniformément en 
x € I. Cette solution est une fonction de À holomorphe dans le do- 
maine D pour chaque x € J fixe. 


Exemples. 1. Supposons que q (x) > 0, x€ 7. Pour À —+ +  l’équa- 
tion 
ge — Nq (2) y = 0 


admet alors une solution y, telle que 
pute, 2) g(o ete exp {2 | gt" (0 dt} 


(cf. exemple 1 du n° 1.2), où qg'/" (x) > 0. Voyons dans quel secteur 
0< Argi<a, |A | > À © 1, cette représentation asymptotique 
reste valable. La condition de validité de cette représentation est la 
suivante : les différences Re (ei (1 — w,)) ne changent pas de signe. 
Ici @ = Arg À, w, = exp {2rhi/n}). Relions le point w, = 1 aux 
points w, par des segments. Toutes les différences gardent leur signe 
par une rotation d'angle ç << 2x/n autour du point w,. Si cet angle 
est légèrement supérieur à 2x/n, la différence Re [eis (4 — w,_)] 
change de signe. Donc la formule asymptotique est valable pour 
| À | — ©, 0 << Arg À < 2x/n. On démontre que cette formule n’est 
plus valable dans un secteur plus grand. 

2. Supposons que toutes les racines de l’équation caractéristique 


(2) sont imaginaires pures: p; (rx) = ip; (x) et distinctes pour x € 1. 
La condition 2) est alors satisfaite pour tout j et l'équation (1) admet 
un système fondamental de solutions de la forme (5) qui oscillent ra- 
pidement pour À —> +oo. 

Si 0 < Arg À < x, aucune différence de Re [À (p; (x) — px (x))|, 
1<j,k< n, ne change de signe et l'équation (1) admet un système 
fondamental de solutions {y° (x, À), . .., yr (x, À)} justiciable de 
la représentation asymptotique (5) pour | À | ©, Re À > 0. De 
façon analogue, l'équation (1) admet un système fondamental de 
solutions {y (x, À), . .., yA (x, À)} possédant la même représenta- 
tion asymptotique, mais pour | À | + oo, Re À << 0. Ces deux systè- 
mes f ndamentaux sont en général distincts. 

Les équations 


YO D Aqn (z, A1) y = 0, (15) 
k=1 


où les coefficients gx (x, À"!) sont des polynômes de À”! ou se dé- 
veloppent en séries asymptotiques de À-!, se rencontrent dans de 
nombreux problèmes. Cette équation est une équation (16) dans 


17—01011 
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laquelle u = À"! et on peut lui appliquer les résultats mentionnés 
ci-dessus. L'’équation caractéristique est de la forme 


p'+ À qu (æ, 273) ph = 0. (19) 


L'équation (18) peut être étudiée de la manière suivante. On 
développe les coefficients de cette équation en série asymptotique: 


qn (x, À) = à À" Qum (Z)e 


On cherche une solution asymptotique formelle sous la forme (3), 
puis on répète la procédure décrite au n° 1.1. Ceci étant, la fonc- 
tion S’(xz) doit être racine de l’équation caractéristique 


p°+ à qn (xs 0) p* — 


qui est lécèrement différente de (19). Cette méthode nous conduit 
à un développement asymptotique de la forme (5); la première 
méthode, quant à elle, nous conduit au développement asympto- 
tique 


x N-1 
y;(x, À) = exp {a | Pit, A1) dt} [ >» ajn (x, À”) 1440 (277) | . 
Xe k=0 


Toutes les fonctions figurant dans cette formule se développenten 
séries asymptotiques de puissances de À-!: sion les développe et 
qu’on réunisse tous les termes contenant les mêmes puissances de 
A1, on obtient un développement asymptotique de la forme (5). 


2. Equations de forme auto-adjointe. 


2.1. Éguations d'ordre pair. Considérons l’équation 


=(—1 + AU a+ 


+(— 1e EE (ain) ) + + (a)y=0 (20) 


sur l'intervalle 7 — [a, b], où À > 0 est un grand paramètre, les 
coefficients g, (x) sont à valeurs complexes et tous les g4, (x) € C” (7). 
On admet également que q, (x) 0 pour x € I. Si tous les coeffi- 
cients gx (x) sont réels et y (x), z (x) € CS (7), on a l'identité de 
Lagrange 


CE CE 
lyz dr — ylz dx. 


$ 1] ÉQUATIONS ET SYSTÈMES SUR UN INTERVALLE FINI 259 


Ceci exprime que l’opérateur différentiel L, défini sur le domaine 
D (L) = Cÿ (Z) par la formule Ly = ly, est symétrique. 
L’équation (20) est un cas particulier de l'équation (16). Mais 
elle se prête à une étude individuelle en raison de sa forme spé- 
ciale. 
Appelons l'équation 


L(z, p)=Qo(x) p—qg; (x) p°-2+ ...+(—1)"g(z)=0 (21) 


équation caractéristique. Soient pa (x), . . .,; Pen (x) les racines de 
cette équation caractéristique. Introduisons la notation 


ste, À 0) = Un(x, y (a 2exp {2 fr. G#)dt}. (22) 


Supposons satisfaites les conditions 1) et 2) du n° 1.1. L'équa- 
tion (20) admet alors une solution de la forme 


_ Ni 
piGe = Vie ha) [14 À Atan(a+0( ], (3) 


où V >> 1 est quelconque. On remarquera que cette formule est 
plus simple que la formule (5). 

Tout ce qui a éte dit au n° 1 sur les solutions de l’équation (1) 
est valable pour celles de l'équation (20), savoir: la dérivabilité 
de la représentation asymptotique, la représentation asymptotique 
pour les À complexes, la représentation asymptotique des solutions 
dans le cas où les coefficients de l'équation dépendent d’un para- 
mêtre, etc. La seule différence est que l'équation (20) se réduit 
plus facilement à un système de premier ordre. Posons 


Ya=Ys Ya Yes es Yn-1 = ÂUns 
Yn = ÀQ5" (2) Yn+as Un+1 = À (Qi (X) Yn — Yn+2)s (24) 
Yn+2 = À (Qe (x) Yn-1 — Yn+3)» .. Y9n — ln (x) U1. 
Pour À = 1 les fonctions y, (x) s'appellent quasi-dérivées et se 
notent yl*] (x), de sorte que y, = À ylAl. 
La substitution (24) ramène l'équation (20) à un système du pre- 


mier ordre 
y” == 14 (x) Us 
"0 1 07 
| ’ 1 L | U: 
_ 0 g° _| ÿ2 
A(x) — Qi 0 _— | 9 y — _ e. (25) 
| | ". _n Yon 

Qn 0 


17% 


260 ÉQUATIONS ET SYSTÈMES D'ORDRE n [ICH. V 


Dans la matrice À (x) l'élément q'(x) est situé à l'intersection 
de la n-ième ligne et de la (7 + 1)-ième colonne ; tous les éléments 
non indiqués sont nuls. On remarquera que la matrice À (x) ne 
contient pas de dérivées des fonctions q, (x), . . ., qn (x); la matri- 
ce du système aurait contenu de telles dérivées par le procédé habi- 
tuel de réduction de l'équation à un système (cf. n° 1.3). 

Diagonalisons le système (25) à O (À-!) près par la même métho- 
de qu’au n° 1.3. Les valeurs propres de la matrice T, (x) sont éga- 
les à p1 (x), - - ., Pan (x). La matrice T, (x) d'éléments 

_, j=1 
(Ton =p, » (Ton+j.n = PRIT 2 (— 1)" gj-m-1PÈ"; 


où 1<j<n. 1<LkL2n, réduit la matrice À (x) à la forme diagonale. 
Les éléments de la matrice inverse sont 


k 
Toy non = (1) PE Os PTE CN) um" 
0OLk<Ln—1, 
(To')yntn = (— 1 pr RL, (x, p, 1<Kk<n, 1<j<2n. 
Par ailleurs, 
To) 1 d 
(Te dx );;= 5 az Miln(z, pp). (26) 


LL 


n T 1 771 m h° n=M + 
(Te = }, = (Ps — Pa) 175 (x. Pi) > (— 1) Im (P3Px) I Æk. 


m—0 


Construisons la matrice 7, (x) à l’aide de la formule (15) ; la trans- 
formation (13) ramène le système (24) à la forme 


u'=[AA +A,+O(\1)]w, 
où 
As(x) = diag(pi(x), ..., Pan (2)). 


, 1 4TQ 
A,(x) = — diag T;' (x) — . 


Si l’on néglige O (À”!), on obtient un système intégrable et 


Wi=Cjy;(x, À; To). 


Ce qui nous donne une solution asymptotique formelle de la for- 
me (23). 


Exemples. 1. Considérons l’équation binomiale 
(—1)" Cp (à) y) + A q (x) y = 0. 
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Supposons que p (x) Æ 0, g (x) 0, x E I. L'équation (20) ne pos- 
sède pas dans ces conditions de point de retour. On a 


LC, p}= pe) pa +(— 1)" qe) Le, p}=2np(o pat, 
= (149 


p(x) ? 


où la racine prend toutes ses valeurs possibles. Si°la condition 2) 
du n° 1.4 est satisfaite, il existe un système fondamental de solu- 
tions de la forme 


2 n-1/2 n+ 
vitx, 2) pe (2) (LE) exp { ANA pr LE dt}. 


Si p (x) et g (x) sont réelles, la condition 2 est remplie. 
2. Considérons l'équation d'ordre quatre de forme auto-adjointe 
(go (2) y)" — À% (g1 (x) y) + Age (x) y = 0, 
où g(z)=0. On a 
Lx, p)= Go (2) P°— qi (x) p°+ ga (x), 
LP (x, p) = 490 (2) p° — 2q; (x) p. 


En éliminant p entre les équations L = 0'et !, = 0, on constate 
que les points de retour sont racines de l’une des équations 


G2(x)=0, gi(x)—4g (x) g: (x) = 0. 


Les racines de l’équation caractéristique sont égales à 


nO=+V 5 (GE VDG) 
D (x) = g} (x) — 4go (x) 92 (x). 
Si Qs (4) Æ 0, D (x) 0, x E Z et si est satisfaite la condition 2), 


il existe un système fondamental de solutions de la forme 


y5(2, À) — p;1f° (x) DA (à) exp {à | P;(t) dt} 


Xe 


2.2. Equations d'ordre impair. Considérons l’équation 


ly = > (— 1)" 200: [(& & 7 (qu+1 (2) y) + 


+ (5) Qu y)]=0 (27) 
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sur l'intervalle 7 avec les mêmes conditions sur les coefficients 
qu'au n° 2.1. On admet également que qg,+, (x) 0, x € I. Si tous 
les*coefficients de l'équation (27) sont réels, l'opérateur ZL défini 


sur le domaine D (L) = Cÿ (1) par la formule Ly = ly est symé- 
trique. L’équation 


Lx, p}= À (— 1) [2ques (2) rh ti qhes (æ) p2#] = 0 (28) 


R=0 


s'appelle caractéristique. Introduisons les notations 


p$ (z)= —5 + In ln (py (x) 2) + 


+8 (p5(2), 2) D (— 1)" qui (2) PE (2), (29) 
1=0 


ÿ, (x, À ; Zo) — exp {2 | Pi(t) dt + Î p;” (t) dt} , 


Xe 


OÙ P (T), «+. ., Pen+1 (x) sont les racines de l'équation (28). 
Si les conditions 1) et 2) du n° 1.1 sont satisfaites, l'équation 
(27) admet la solution 


Pt N , 
vsCes 3) = Vs À 20) [14 Ÿ ten (+0 GT], (80) 


où V >> 1 est quelconque, ay (x) € C° (7) et la majoration du ré- 
sidu est uniforme en z € /. Tout ce qui a été dit au n° 1 sur les so- 
lutions de l’équation (1) est valable pour celles de l'équation (27). 


Exemple. Soient r = 1 et q, (x) = 1; l'équation (27) et l’équa- 
tion caractéristique sont alors de la forme 
2yÿ"— À? (2g; (x) y' + 91 (x) y) = 0, 
L(z, p}=2p°— 2q;, (x) p— (x) = 0. 


Le terme principal de la représentation asymptotique de la solu- 
tion y, est égal à 


Z, À) — PE) 
vs, 9) V CYAOEE HO 


E « b J 
| pytt)ai (® . 
X exp Ja | TG) PF 0) dt}t1 +0 (41). 
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$ 2. Systèmes d’équations sur un intervalle fini 


1. Système d'équations du premier ordre. Considérons le système 
de nr équations 


À (z)y =2B (x) y (1) 


sur l'intervalle Z = {a, b], où À >> 0 est un grand paramètre, À (x) 
et B (x) des matrices d'ordre # dont les éléments sont des fonctions 


complexes de classe C°” (7). On admet que la matrice À (x) est 
régulière, c'est-à-dire que 


det A(rx) Æ0, zEel. 


Au système (1) est associée l'équation caractéristique 
det || 8 (x) — pA (x) [| = 0. (2) 


Ua point zx, est par définition un point de retour du système (1) 
si l’équation (2) admet une racine multiple pour x = x,. Dans ce 
paragraphe on admettra que le système (1) ne possède pas de point 
de retour pour x € J, c’est-à-dire que les racines p, (x), ..., p\h(x) 
de l'équation caractéristique sont distinctes pour tous les x € J. 


1.1. Quelques éléments d'algèbre linéaire. Soient À et B des ma- 
trices constantes d'ordre nr à éléments complexes. p un nombre 
complexe, det À = 0. Considérons un faisceau linéaire de matrices, 
c'est-à-dire une famille B — pA de matrices dépendant d'un pa- 
ramètre p. Si 


(B — poA)e = 0, 


où e est un vecteur non nul, le nombre p, s'appelle valeur propre, 
le vecteur e, vecteur propre du faisceau. En particulier, si À = 1, 
alors p, est une valeur propre et e un vecteur propre de la matrice B. 

Les valeurs propres du faisceau sont racines de l'équation ca- 
ractéristique 


det (B — pA) = 0. 
On admettra que les valeurs propres p,, ..., p, du faisceau sont 
distinctes. Les vecteurs propres e:, ..., e, sont alors linéaire- 


ment indépendants. On rappelle que e, est un vecteur colonne. 


Un vecteur ligne e* 0 s'appelle vecteur propre à gauche du 
faisceau si | 


e* (B — p,4) = 0 


pour un certain p,. [Il est évident que e*T est un vecteur propre du 


faisceau conjugué B7 — pAT. Les valeurs propres des faisceaux 
initial et conjugué sont confondues et donc les vecteurs propres à 
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gauche e*, ..., er sont linéairement indépendants. Les vecteurs 
€, - + +, En Seront appelés vecteurs propres à droite du faisceau 
B — pA. 
On a les identités 
e; 4e, = 0, jÆk. 


En effet, en multipliant l'identité (B — p,A) ex = 0 à gauche par 
e;, on trouve (p; — Pa) 54e = 0. En outre, 


ejAe; 0, j—1, ...,n, (3) 


sinon les vecteurs e,, ..., e, seraient linéairement dépendants. 
Considérons le système d'équations 


(B — P;A) = £, 


où } est un vecteur inconnu. Le déterminant étant nul, ce système 
n'admet pas une solution pour tout g, plus exactement, pour qu'il 
en admette une, il est nécessaire et suffisant que 


ejg =0. (4) 


Pour prouver la condition nécessaire, il suffit de multiplier les 
deux membres du système à gauche par le vecteur eÿ. La condition 
suffisante résulte par exemple du troisième théorème de Fredholm. 

Considérons le faisceau B (x) — pA (x) dont les valeurs pro- 


pres P1 (x), . .., Pn (x) sont distinctes pour x € Z. Alors 

1) les fonctions p; (x), ..., Ph (x) sont indéfiniment déri- 
vables pour x €]; 

2) les vecteurs propres à droite e, (x), . .., e, (x) et à gauche 
ef (z), . . ., en (x) peuvent être choisis indéfiniment dérivables 
pour z€£l 


Dans la suite on se servira de tels vecteurs propres. 

Considérons le faisceau matriciel polynomial L (p) = p"A, + 
+ p'14, + ... + 4,, où À; sont des matrices d'ordre r cons- 
tantes, det À, 0. Les vecteurs propres à droite et à gauche sont 
définis par les conditions respectives 


L'(p}je=0, e*L (p) = 0. 


Les valeurs propres du faisceau sont les racines de l'équation carac- 
téristique 
det(p”"A,o+ p"-1Ai+...+4,)=0 


les valeurs propres du faisceau L (p) et de son conjugué L'(p) 
coïncident. Supposons que les valeurs propres pP;,, . .., Pam du 
faisceau L (p) sont distinctes. Les vecteurs propres à droite {e;, . .. 

‘+, nm} Sont alors linéairement indépendants ; : il en est de même 
des vecteurs propres à gauche. La condition nécessaire et suffi- 
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sante pour que le système L (p;) f = g admette une solution coïn- 
cide avec (4). En outre, dans ce cas 


» ( . 
je (pe; #0, j—=1,2, ..., nm. (2) 


Considérons le faisceau L (x, p) = p"Ao (x) + ... + Am (2), 
où A;(x) E C°(L), det À, (x) # 0. Si les valeurs propres du fais- 
ceau sont distinctes pour x € JZ, les propositions 1)et 2) indiquées 
ci-dessus pour un faisceau linéaire sont valables. 


1.2. Solutions asymptotiques formelles. On cherchera une solu- 
tion asymptotique formelle du système (1) sous la forme 


y= exp{As (x)} À A4 fr (a). (6) 
En portant cette série dans (1), on trouve que 
à A [A (A (x) S" (x) —B (x)) fr (x) + À (2) fa (x)] = 0. 


En égalant à zéro les coefficients des puissances de À”!, on obtient 
le système récurrentiel d'équations 
[B (x) — S" (x) À (x)] fo (2) = 0, m 
[B (x) —S" (2) À (2)] fa+s (x) = — À (x) fx (2), #20. 
De la première équation il suit que S’(z) est une valeur propre et 
fo (x) un vecteur propre (à droite) du faisceau B (x) — pA (x). On 
rappelle que les valeurs propres p1 (x), - .., p, (x) sont par hy- 
pothèse distinctes pour x € J. Posons S'(x) = p; (x). Alors fo (zx) = 
— & (r)e; (x), où e; (x) est un vecteur propre du faisceau, & (x) une 
fonction inconnue, «& (x)  O pour x € I. 
Tirons la fonction & (x) de la deuxième équation (7): 


[B (x) — p; (x) À (xl fo (x) = —AÀ (x) f, (x). 


La matrice B (x) — p; (x) À (x) de ce système étant singulière, 
celui-ci n’admet pas de solution pour tout second membre. La 
condition nécessaire et suffisante (4) pour que ce système admette 
une solution s'écrit : 

e? (x) À (x) fs (&) =0. 
D'où 

XX * , 
ne ex (t)A(t)e;(t) , 7 

2(=exp{— | AW AWeU À» 
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où e;(t) — _ TA (t). On remarquera que le dénominateur est différent 
de zéro en “vertu de (3). 

Nous trouvons ainsi la fonction $ (x) et la fonction vectorielle 
Îo (x), de sorte que le terme principal y, de la représentation asymp- 
totique est égal à 


n % 6 e*(1) Alt) e (4) L 
y; (x, 1) = exp {à \ pt) dt— | DATE 4) Le; (x) + O (À 1)]. 


| (8) 


À première vue il peut sembler que ÿy dépend du choix des vecteurs 
propres e; (x) et e* (x). Montrons que la fonction vectorielle 


h (x) = a (x) e; (x) 
est un invariant au sens suivant: si l'on remplace e; et e; par ë) 
et ps respectivement, alors k (x) = const h (x). En effet, si ê) et 
à est un autre couple de vecteurs propres, e (x) = B(r)e (x) et 


e* (x) = y (z)e* (x) (pour abréger on a omis l'indice j), où B,YE€ 
C” (Det B(x) HO, vx) O0 pour rEI. On a 


#e 


| "Ac dt= | us dt+InB(r)+c, 


de sorte que 


R(z)=a(x)B(x) ee (x) = const k (x). 


Une vérification directe est superflue. En effet, la solution 
asymptotique formelle étant unique, chaque terme exp {AS (x)} f, (x) 
de la série (6) est un invariant au sens indiqué. Bien plus, si l’on 
remplace les bases {e:, . .., e,} et {ef, . .., en} par d’autres, on 
constate que tous les termes de la série (6) sont muitipliés par la 
méme constante. 

Trouvons f, (x). On a 


fa (x) = 


OT (x) ER (x), 


! ne 3 


où «, (x) sont des fonctions inconnues. En portant ce développe- 
ment dans la deuxième des équations (7), on obtient 


2 (Pr — P;) AnAer = — Af,. 
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En multipliant cette identité à gauche par e; et en tenant compte 
de ce que e;/ 4e, = 0 pour k Æ L (cf. n° 1.1), on obtient 


ef (z) À (zx) fo (x) 


on (x) = P,(z)—p, () 


» RE). 

La fonction «, (x) reste indéfinie. Elle se détermine comme 
a (x) à partir de la condition de solubilité de l'équation suivante, 
c'est-à-dire à partir de la relation eÿAf, = O. 

En poursuivant cette procédure, on peut trouver de proche en 
proche les fonctions vectorielles f, (x), f, (x). Toutes les coordon- 
nées de la fonction vectorielle f, (x) dans la base {e, (x), . .. 

.. €n (x)}, hormis la j-ième, se déterminent à partir de la k-ième 
équation. La j-ième coordonnée se tire de la condition de solubilité 
de la (4 — 1)-ième équation. On construit ainsi une solution asymp- 
totique formelle du système (1) de la forme (2). 

Il existe une autre méthode de construction d’une solution 
asymptotique formelle. Cherchons une matrice 


T(z,h)= À Ti(x) a * 
k=0 
telle que la transformation 


y = T (x, À) z 


diagonalise le système (1), c’est-à-dire le ramène à la forme 
z'= Az, A N JA, (x), (9) 
k=0 


où À, (x) sont des matrices diagonales. Le système (9) est intégrable. 
Considérons un système de forme plus générale que (1): 


A(z, A t)y'=2B(z, 1)y, (10) 


où les matrices À et B admettent les développements asymptoti- 
ques suivants: 


A(x, À 1)— 2 ATX Az), B(x, à") — 2 À*Bx (x). 


On admet que la matrice À, (x) est régulière, les valeurs propres 
P1 (Z), - + ., Pn (x) du faisceau B, (x) — pA, (x), distinctes, et les 
matrices À et B, assujetties à des conditions ordinaires de dériva- 
bilité. Traitons d'abord le cas où À (x) = J et la matrice B, (x) 
est diagonale, d'éléments diagonaux p, (x), ..., p, (x). Alors 
A (x) = B, (x) dans la formule (9) et l’on peut poser T, (x) = J. 
La substitution y — Tz ramène le système (10) à la forme 


d , dT : 
Tr -z= AB: 
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et comme il doit être confondu avec le système (9), la matrice T 
doit satisfaire l'équation matricielle 


= A1(BT—TA). 
En portant dans cette formule les développements asymptotiques 
des matrices 7 et À, on obtient le système récurrentiel d'équations 
k 
B—Ao=0, Di (Bal Tin) =, ki. 
j=0 


Ceci étant, sont inconnues non seulement les matrices T, mais aus- 
si les matrices Az, k > 1. La première équation est vérifiée identi- 
quement, la deuxième est de la forme 


AoT1 — Ti1Ao = Ai — Bi. 
La matrice À, étant diagonale, tous les éléments diagonaux de la 
matrice A,7, — TA, sont nuls. Donc 


(B1)jr 
Ph — P} ’ 


A,=diagB;,, (Tir = jÆR. 


Les éléments (T;);; restent indéfinis; posons-les égaux à zéro. La 
k-ième équation est de la forme 


AoTh — TrAo = Ar + Ch 
où C, est une matrice inconnue. D'où l’on déduit 


(CR); | 
P;— Pi , iAt 


A,= —diagC,, (Tr = 


quant aux éléments (7;);;, on admet qu'ils sont nuls. Nous avons 
ainsi construit la matrice cherchée T (x, À). 

Revenons au système (10). Faisons la substitution y = T, (x) z, 
où la matrice T, (x) diagonalise la matrice A°' (x) B, (x), c'’est-à- 
dire que 1,'45"B5lo = Ao = diag (P1, . .., Pa). Le système (10) 
devient alors 


2! —= C (x, À) 2, C — ATS'ATIBT,—T”! 


dTo 
dz 


Conformément au choix de la matrice T, (x), la matrice C admet: 
le développement asymptotique 


C(x, = Ao(z)+ À An (x), 


ce qui nous amène au cas traité ci-dessus. 
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1.3. Conditions suffisantes d'existence de la représentation asymp- 
totique des solutions. Posons les conditions: 
1) Le système (1) ne possède pas de point de retour pour x € J, 
c'est-à-dire que p; (x) Æ Pa (4), j Æ À, zEI. 
2) Les différences Re [p; (x) — px (x)l ne changent pas de signe 
pour j fixe, À —1,...,n,x€Cl. 
Introduisons la notation 
< < 
; * ef (1) A(the; (1) 
y) (x, À) — exp {| p;(t) a ADADe t} . 
On rappelle que e(r) et e; (x) sont respectivement les vecteurs 
propres à gauche et à droite du faisceau matriciel B (x) — pA (x). 
Le système (1) admet une solution de la forme 


N-1 | 
y5(es à) = Yyo(z, À)| ey(x) + À An e)+00 5] À + 00, (11) 


où :Ÿ >> 1 est arbitraire, la fonction vectorielle f;, (x), de classe 
C°® (1) pour tous les k et l'estimation du résidu, uniforme en x € I. 
La formule asymptotique (11) peut être dérivée autant de fois qu'on 
le veut par rapport à x et à À avec respect de l'estimation uniforme 
en x du résidu. Pour le terme principal de la représentation asymp- 
totique on a en particulier 


5 (x, À) = À" p5 (x) yjo(x, À) le; (x) + 0 (À). 
Si les conditions 1), 2) sont satisfaites pour tous les j, les solu- 


tions y (x, À), . . ., yn (x, À) sont linéairement indépendantes et 
forment un système fondamental pour À > 1. 


Exemples. 1. Soient B (x) une matrice symétrique réelle de va- 
leurs propres P1 (x), . .., Ph (x) distinctes, À (x) = 1. La condi- 
tion 2) est satisfaite, puisque ces matrices sont réelles. D'autre 
part, on peut simplifier la formule (7) en prenant les vecteurs pro- 


pres e& (x), -.., eh (x) réels et unités (et de classe C” (/)). En effet, 
dans ce cas eÿ (x) — eT (x) pour tous les k, ce qui résulte des iden- 
tites 
AT (x) ex (z) = À (x) ex (x) = pa (x) ex (x), 
ex (x) A(z)=p(z)er(z), er (x)ex (x) = On. 


La dérivation de l'identité ex (x) ex (x) = 1 nous donnee (x) e, (x) = 
= 0, et la formule (8) devient 


(x, 2) =exp {à | p,(1) dt} Les (x) + O (A). (12) 
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2. Supposons que À (x) = I et B (x) est une matrice hermi- 
tienne de valeurs propres distinctes ; la condition 2) est alors satis- 
eaite. Montrons qu'il existe des vecteurs propres e; (x), . .., e, (x), 
1 (x), - . ., en (x) tels que 


ex (x)er (x) = 0. (13) 
Les solutions du système (1) sont alors justiciables de la formule 
asymptotique (12). 
Choisissons une base orthonormale {g; (x), . .., g, (x)} de vec- 
teurs propres de classe C° (J) telle que 
en (z)85(&)=8un z€I. 
La dérivation de ces identités nous donne 
Re (87 (x), gx (x))= 0. 
La matrice À (x) étant hermitienne, pour gà (x) on peut prendre le 
vecteur g1 (x); la condition (4) sera remplie. Posons | 


en(r)= eng, (x), et (x) ef (2). 


On a 
À (ek (2) en (2) = 87) (ici (2) 81 (2) + eh (2) = 


= iai (x) + 87 (x) (x) =0, 
de sorte que 
ah (z)= — igT (x) gà (x). 
Le second membre de cette équation étant réel, la fonction «; (x) 
peut être prise réelle. 
3. Considérons le système 
y = ùB (z)y, 


où B (x) est la matrice de l'exemple 2. Comme au $ 1, n° 1.4, exem- 
ple 2, on démontre qu'il existe deux systèmes fondamentaux de 
solutions 


{yi (z, À), ...; Un (x, À)}, {y (x, À), «y Yn (&, À)}. 


Le développement asymptotique (8) est valable pour le premier 
lorsque | À | —> co, ImAÀ>0, et pour le second lorsque | À | —- 
— co, ImÀ< 0. 


1.4. Paramètres auxiliaires et À complexes. Considérons le système 
A(z, H)y"=AB(z, u)y, 
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où u est un paramètre. Les résultats acquis ci-dessus sont valables 
pour ce système ; les formulations et conditions relatives aux ma- 
trices À et B revêtent le même caractère qu’au $ 1, n° 1.4. 


2. Systèmes du second ordre. 


2.1. Systèmes binomiaux. Considérons le système de x équations 
y" —2A (x)y=0 (14) 


sur l'intervalle Z avec une matrice À (x) dont les éléments sont de 
classe C°” (7). L'équation caractéristique est de la forme 


det (pl — A (x)) = 0. 


Les racines de cette équation sont égales à Wu (x), ... 
..., EV Un (&), où (x), --., un (x) sont les valeurs propres de 
la matrice À (x). Le système (14) admet des points de retour. de 
deux types. 

1. x, est un point de retour si u;(z)—0 pour un certain j. 


Les racines Wuy(z) et —Vu;(x) coïnrident en ce point. 
2. x est un point de retour si u;(z)=u(x), jÆk. Les 


racines Vu,(x), Vua(x) et —Vu;(z), — Vin (x) sont confondues 
en ce point. 

Posons pj(z)=Vuy(x), Pn+3(z) = — Vu (x), 1<j<n. Suppo- 
sons que le système (15) ne possède pas de point de retour pour 
z€I. Choisissons des bases {e, (x), ...,e,(x)} et {ef (x), -.., en (x)} 
de vecteurs propres à droite et à gauche telles que 


eÿ (x) ex (x) = Ojne (15) 


Notons 


UE (z, À ; Lo) = 


Supposons que les différences Re (Vu, (x) + V px (z)) ne chan- 


gent pas de signe pour x € ZI. Le système (14) possède alors 2n so- 
lutions 


n N-1 , 
ve (2, = 0x (2, À mo) [es (+ X Aten (+007), 
1<j<n, À—+oo, 
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où V > 1 est arbitraire, e; (x) € C” (1). Ces solutions forment un 
système fondamental pour À > 1. Si À (x) est une matrice symé- 
trique réelle, la formule (16) devient plus simple: 


x 
vr (x A5) = pu; (mexp{+ à | Vu, Gt}. (18) 

Xe 
Le développement asymptotique (17) peut être dérivé autant de 
fois qu'on le veut par rapport à x et À. Ces résultats sont valables 
aussi dans le cas où À est complexe et la matrice À dépend du para- 
mètre v: À — À (x, v), et se formulent comme au $ 1, n° 1.4. 

Cette remarque concerne tous les systèmes étudiés plus bas. 


2.2. Systèmes de forme auto-adjointe. Considérons le système 
d'équations 
(À (2) y) — AB (x) y =0, (19) 
où À (x), B(x) EC°® (1), det À (x) Æ 0 pour x € I. L'équation ca- 
ractéristique est de la forme 
det (p*A (x) — B (x)) = 0, 
et ses racines sont 
PO = VUE), pres = —Vh(, 1<i<r, 


où u, (x) sont les valeurs propres du faisceau LA (x) — B (x). Sup- 
posons que u; (x) satisfont les conditions formulées au n° 2.1 et 
soient {e, (x), . .., eh (z)}, {ei Ge): . . +, €n (x)} des bases de vec- 
teurs propres à droite et à gauche de ce faisceau, normées par les 
conditions 

eÿ (x) A (x) ex (x) = 8x. (20) 
Notons 


y+ (x, À; ©) =p;t/ (x) exp {+ À | Vu(t)dt + 


++ Le* (1) A(t) De(t)— De*(t) A(t)e(tidt}, (21) 
où D = d/dr. Le système (19) admet 2n solutions de la forme (17), 
où y; sont de la forme (20). 
2.3. Systèmes de forme générale. Considérons le système 
A(x)y"+AB(x)y" + AC (x) y =0 (22) 


sur l'intervalle Z, où À (x), B (x), C(x) EC” (1), det A(x) #0 
pour x € /. L’équation caractéristique est de la forme 


det (p*4 (x) + pB (x) + C (x)) = 0. 
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On admettra que les valeurs propres p, (x), . .., p\ (x) du faisceau 
L (p) = pA (x) + pB (x) + C (x) sont distinctes pour zx € J et que 
les différences Re [p; (x) — px (x)], 1 < jÿ, k < 2n, ne changent pas 
de signe pour xE€/. Soient fe, (x), ... En (x)}, {ei (x), . 

. ., €n (x)} des bases de vecteurs propres à droite et à gauche nor- 
mées par les conditions 


e (x) [2p;(x) À (x) + B(x)l ex (2) = 6j. (23) 
Notons 


GG à3 2) exp{a | pyDdt+ \ pdt}, (24) 


p; (x) = —ef(x)[p; (x) A(x)e; (2) + 2p; (x) À & e; (x) + B(x) e; (z)]. 
Le système (22) admet 2r solutions de la forme 
Pt N=1 e 
y, (x, À) =y;(z: À; ©) Le, (x) + 2 A en (2) + 0 as), 
1<Lj<2nr, À—+o, 


(25) 


où V > 1 est arbitraire, e;, (r) € C” (7). Ces solutions forment un 
système fondamental pour À > 1. 


3. Systèmes de 2 équations d'ordre m. Considérons le système 
m—i 

YO À Am*A, (x) y = 0 (26) 
k=0 


sur l'intervalle 7, où y (x) est un n-vecteur, A, (x), des matrices 


d'ordre r d'éléments complexes de classe C° (7). L'équation carac- 
téristique est de la forme 


m—-1{ 
det L(xr, p}=0, Lx, p}=p"+ D, A,(x)p*. 
R=0 


On admettra que les valeurs propres p; (x), - .., Pam (x) du 
faisceau L sont distinctes pour tous les x € Z et que les différences 
Re [p; (x) — px (x)l, 1 < j, k mn, ne changent pas de signe sur 1. 
Soient e; (x) et ej (x), 1 < j L mn des vecteurs propres à droite et 
à gauche du faisceau L. Notons 


y (x, À; 20) = exp {à | [mas pi (#) dt}, 


p;" (x) = —[é _ Dej++ Dp, + = lé el: , (27) 


18—01011 
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où les valeurs des vecteurs e; et e; sont prises au point x, les valeurs 

de L, et L,,, au point (x, p;(x)) et D — d/dz. Le système (26) 
a . S (1) 

possède mn solutions de la forme (25), où p;'’ (x) sont de la for- 

me (27), N > 1 est arbitraire et ces solutions forment un système 


fondamental pour À >> 1. 


$ 3. Equations sur un intervalle infini 
REC Equations à coefficients quasi constants. Considérons l’équa- 
tion 
ly = YO + nes (GE) NH... + Qo (x) y = 0 (1) 
sur le demi-axe R* — [0, of, où les coefficients g, (x) sont continus 
et à valeurs complexes. L'équation caractéristique s'écrit 
L(x, P)= P" + Qn- (2) + + + Go) = 0. (2) 


La représentation asymptotique des solutions de l’équation (4) lors- 
que z —+ oo dépend essentiellement du comportement à l'infini des 


racines P1 (x), . .., Pn (x) de l'équation caractéristique. 
Supposons que les coefficients de l'équation (1) sont de la forme 
Qu (x) = qh + raz), (3) 
où g, sont des constantes, et sont satisfaites les conditions 
1) | lr,(tldr<o, 1<k<n. 
0 
2) Les racines p,, ..., p, de l'équation 
p'+ qu pt + +96 = 0 (4) 
sont distinctes. 
L'’équation (1) admet un système fondamental {y,, . .., y,} 
tel que 
yy(z)=e" [1+o(t)], zx 00. (5) 


Cette représentation asymptotique peut être dérivée n fois, c’est-à- 
dire que 
y (x) = pie [1+o(1)], 0Lk<n. 


Ce résultat est une conséquence du théorème de Levinson relatif aux 
systèmes L-diagonaux (chap. IT, $ 5). Le résultat suivant découle 
du théorème de Perron (chap. II, $ 5). Supposons que les coefficients 
de l’équation (1) sont de la forme (3) et que sont remplies les condi- 
tions | 

3) limr,(r)=0, 1<A<n. 


X-—00 
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4) Re p; = Re p4 pour tous les j = k, où p; sont les racines de 
l'équation (4). 


L'équation (1) admet alors un système fondamental {y,,..., y,} 
tel que 
RG) . 
lim PA (x) = Pre 1<k<Kn. (6) 


Cette formule peut être mise sous la forme 
y (x) =exp{paz+o(x)}, z—+ 00, 


si bien que la représentation asymptotique (6) est assez grossière. 
Des résultats analogues sont valables pour l'équation auto- 
adjointe d'ordre 7 


1 [a + |+ 
+0 [D ER ]+ + @y=0. (7 


Supposons que les coefficients g, (x) sont de la forme (3) pour 1 << 
<k<Ln: 


1 
su —D+tro(z), g 0, 


et que sont remplies la condition 1) pour À = 0, 1, ..., n et la 
condition 2) pour les racines de l’équation 


Qp2—qpen-2+ ...+(— 1)" qu = 0. 


L'équation (7) admet alors un système fondamental {y;, . .-., yh} 
de la forme (5) et des formules analogues sont valables pour les 
quasi-dérivées yl*] (x), 1 < k < 2n. 


2. Equation (1) à racines asymptotiquement simples. Supposons 
que pour un certain j existent les limites 


lim p;(x)/p» (tx) = cyps 1j, AR, (8) 


finies ou infinies. Les racines p; (x) de l'équation caractéristique (2) 
sont dites asymptotiquement simples si c;, = 1 pour tous les k =£ j. 

Partout dans la suite on admettra que qg,(x) EC (R*), 0 << 
<k<Ln—'. 


2.1. Racines du même ordre. Supposons que q, (x) 0 pour x > 1, 
toutes les racines de l’équation (2) sont asymptotiquement simples 


et les cy; 0, 1 pour tous les j, k, j # k. Il existe alors les limites 
finies 


lim qn (a) gg" (= an 1SÈER—A, (9) 


18% 
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et la représentation asymptotique des racines est de la forme 


Pi(x)={p;+0(1)] gi" (x), z— 0, (10) 
OÙ Py, -.-., Ph Sont les racines de l'équation 
p®+an4pti+ ...+ap+i—-0. (11) 


On a la proposition réciproque: si la représentation asymptotique 
de toutes les racines de l'équation (2) est de la forme (10), où p,, ... 
-. Pn Sont des nombres distincts non nuls, alors les limites (9) 
existent et sont finies. 
La condition (9) est satisfaite par l'équation 


Y09 + ans (2) 9 (A) YO +... +a(x)g" 1 (x)y + ag" (z)y—0, (12) 


OÙ Ay, + - -> An Sont des constantes, q (x) = O0 pour z > 1. Si les 
coefficients g, (x), - - .; {n-1 (x) de l'équation (1) sont des polynômes 
de x et si la condition (9) est réalisée, le point z — est un point 
singulier irrégulier pour l'équation (1) (chap. I, $ 3, n° 1.1). Dans 
le cas général, la condition (9) exprime que tous les termes q4 (x) yl*) 
de l’opérateur / sont de « mème force » pour x > 1, c'est-à-dire qu'ils 
influent tous, en général, sur la représentation asymptotique des 
solutions. | 
Posons 

px P;() lpplx, p;(x)) 
ET ET) 


n x (13) 
y (2) =exp { | Lp;() + pi” ()] dt}. 
Introduisons les conditions : 


1) Pour un certain j et pour tous les 4 Æ j les fonctions Re 4 (x), 
où 


Pin (2) = P3(&) — pa (x) + pi” (2) — pr” (2), (14) 
ne changent pas de signe pour x > 1. 
2) | a (x) dr < co, 


n-1 
a (x) — à (1 ga 121 go [T2 CROR LE Lo | Lg, 174-077), 
L —. 


Si les conditions 1), 2) et (9) sont satisfaites et si l'équation (11) 
ne possède pas de racines multiples, l'équation (1) admet une solu- 
tion y; (x) telle que 


y(r)=y(x) +0), z— 00. (15) 
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ts 
1 
I 


Si, par ailleurs, on a la condition 
3) ga(z)=0(qi"%-1/n(x)), x 00, 


pour tous les j, alors pi (x) = o (p1 (x)) lorsque z —+ © pour tous 
les !, et pour0<<m<nona 


ya" (x) — pi" (x) [1 + 0 (1)], TZ —+ CO. (16) 


Si la condition 1) est satisfaite pour tous les j, l'équation (1) admet 
un système fondamental de solutions {y; (x), . . ., y, (x)} de la 
forme (15). 

Les démonstrations sont basées sur le fait suivant. L’équation (1) 
est équivalente au système (10) du $ 1: 

2'—A(zxz)z, z—=(y,y",..., y"=1)7. 

Soient T, (x) et T, (x) les matrices construites au $ 1, n° 1. La 
transformation z = 7, (x) (1 + T (x)) w ramène alors le système à 
une forme ZL-diagonale, après quoi il reste à appliquer le théorème 
de Levinson (chap. II, $ 5). Cette remarque concerne aussi les n° 2.2, 
3.1 de ce paragraphe. 

La condition 1) a été discutée au $ 8, chap. I; analysons les con- 
ditions 2) et 3) sur l'exemple de l'équation (12). Dans ce cas g, (x) = 
— q" (x) et les conditions 2) et 3) deviennent 


Pour l'équation y” + q (x) y — O ces conditions sont confondues 
avec les conditions de validité de l’approximation WKB, indiquées 
au $ 6 du chap. II. Si q, (x) = 1€, les conditions 2) et 3) sont satis- 
faites pour &œ > —n#n. Supposons que les coefficients q, (x), 
- ++ {n-1 (x) de l'équation (1) sont des fonctions analytiques qui 
sont holomorphes, soit possèdent un pôle au point à l'infini z — oc. 
Des conditions (9) et 2) il s'ensuit alors que le point z — © est un 
point singulier irrégulier de l’équation (1) et que la condition 3) est 
réalisée. 

Pour l'équation (12) les conditions 2) et 3) expriment que la 


fonction q (x) se comporte de façon assez régulière à l'infini et peut 
décroître mais moins vite que z1. Ces conditions sont satisfaites, 


90 (x) 
ghtUR (x) 


qi (x) 
gs tin (x) 


Jar < œ. 


par exemple, par les fonctions q (x) = e"* et q (x) = z8 (In x)”, où 
azÆ0,Rea>0,a>=0et BP —1, y est réel quelconque ou f — 
= —1,%> Î. En termes de racines de l’équation caractéristique (2) 
les conditions 2) et 3) peuvent être mises sous la forme 


| Er F PE Jar < o, (17) 


 pi(x)= o(ri(x)), T—> 00, j=1, ..) D. 
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2.2. Une racine a un ordre de croissance plus petit. Supposons que 
lim p, (x)/prx (x) =0, 1<k<nr—1, (18) 

X — 0 


que toutes les autres limites (8) sont finies si À  n, et que Q, (x) > 0 
pour zx > 1. Il existe alors les limites finies 
Lim gg (2) [g (RÉ D Las, OLkLnr—1, (19) 


où a, — 0. La représentation asymptotique des racines de l'équation 
(2) lorsque z — est de la forme 


Pr(z)=lpx+0(1)}g}/m-0 (2), 1<Ak<nr—1, (20) 
_ — 9 (x) + 0 (go (x)) 
Pn (x) — Q1 (x) , 


OÙ Pi, --- Pn-, sont les racines de l'équation 
p'+anipti+ ... + ap + 1=0. (21) 


Remplaçons les conditions 2) et 3) par les suivantes: 


2’) \ (lgh 121 qu RD LE Lg | 1 qi 17 #/0-0) dr oo pour 
tous les #. 

3’) qk (x) = o (gti D (x)) lorsque z— oo pour tous les k. 

Si sont satisfaites la condition 1) pour tous les j, les conditions 
(19) et 2”) et si l'équation (21) n'admet pas de racines multiples, 
l'équation (1) possède un système fondamental de solutions 
{y1 (x), - - «+, Yn (x) } pour lequel est valable la formule asymptotique 
(15). Si de plus la condition 3”) est réalisée, alors p}° (x) — 0 (px (x)) 
lorsque zx —+ ©, 1 S k L n — À, et la formule (16) est valable pour 
les solutions y, (x), . .- ., Yn-1 (x). On remarquera que la condition 
2") est équivalente à la première des conditions (17) relative à toutes 
les racines p4 (x), et la condition 3”), à la deuxième des conditions 
(17) relative aux racines p, (x), . .., Pa_1 (x). La formule (16) est 
valable pour les solutions y, (x) si les conditions ci-dessus sont rem- 
plies, à la seule différence que la condition 3’) est remplacée par la 
suivante : 


n n_o "2! 
DAT Dr 
k=2 J=U 


Dans ce cas p{” (x) = 0 (p, (x)) lorsque x —+ oc. 

On remarquera aussi que le terme principal de la représentation 
asymptotique de la solution de l'équation (1) lorsque x — + est 
exactement de la même forme que celui de la solution de l'équation 


Go 


J 
= 0 (0); T —> ©. 
qi 


o 
qi 
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(1) du $ 1 lorsque À —+ +00, ce qui ressort de la comparaison des 
formules (15) et (5) du $ 1. 


2.3. Estimations des résidus. Supposons que les conditions (9), 1) 
et 2) du n° 2.2 sont satisfaites et que l'équation (11) ne possède pas 
de racines multiples. Mettons la formule (15) sous la forme 


y5(z) = y;(z) 1 +e, (x), lim e (x) = 0. 


Indiquons les estimations du résidu e; (x). Partageons les fonctions 
Pj1 (TZ). + - +, Pin (&) (cf. (14)) en deux classes. 

1) kE H, (j} si Re pye (x) < 0 pour r > 1. 

2) kE H3 (6) si Re œ,, (x) > 0 pour x > 1. 

Pour x > 1, on a alors 


eiSe[|eua+ X (exp{Requ(}a(d]. (22) 
x kEHaU) x 


La fonction «& (x) figure dans la condition 2). En particulier, si 
Re Œœ;x (x) < 0 pour x ÿ 1 et tous les k, on a 

Le;(x) 1e | œ(t)dt. 

x 

Ce cas se présente lorsque, par exemple, tous les coefficients de l’é- 
quation (1) sont réels et toutes les racines de l'équation (2), imagi- 
naires pures. Si l'on dispose d’une information plus exacte sur le com- 
portement des coefficients de l'équation (1), on peut améliorer la 
majoration (22) par la méthode de Laplace d'estimation asymptoti- 
que des intégrales. 


Exemple. Considérons l'équation (12) et supposons que q (x) — rb, 
B >> —1. Alors 


ey(z)—O(x-8-1), r— 00. 
On a des estimations analogues dans le cas traité au n° 2.2. 
2.4. Représentations asymptotiques doubles. Considérons l'équation 
ly = y + qu (2) y +... + go (x) y = 0, (23) 


où À est un grand paramètre. Bornons-nous au cas où sont satisfaites 
Jes conditions (9), 1), 2), n° 2.2, et l'équation (11) ne possède pas de 


racines multiples, et soit ÿ) (x, À ; Zo) la fonction définie par la for- 
mule (5) du $ 1. Indiquons les conditions suffisantes d'existence 
d’une solution de l'équation (23): 


yi(r À) = (x, À; mo) + te, (x, à) (24) 
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telle que le résidu satisfasse la majoration 


Ley(z, A)ISE(), limk(x)=0 (25) 


pour z > Zos À > Ào >> 0. La représentation asymptotique (24) est 
double : le résidu est petit et pour À © 1 à x > x, fixe, et pour x —> 
à À > Ào fixe. 

L'équation (23) admet une solution y; (x, À) de la forme (24), (25) 
si pour tous les k = j sont satisfaites les conditions: 


4) | LRe[p(2)— a (æ)] | dz = co. 
5) (pp (Ie | ps (Dm), > 1. 


Si ces conditions sont remplies pour tous les j, 4, j = k, les solu- 
tions y,, . . ., yh de la forme (24) constituent un système fondamen- 
tal pour À > À, > 1. Dans ce cas les solutions y,, . .., y, ont des 
ordres de croissance différents lorsque zx —> o, c'est-à-dire que pour 
j#k les limites 


Jim y; (z, À) [ya (x, AT 


sont soit nulles, soit infinies. 

Traitons le cas où quelques solutions sont de même ordre de 
croissance à l'infini. Supposons que pour un certain j et tous les 
k = j sont satisfaites soit les conditions 4), 5), soit la condition 

6) Re p;(zx) = Re p, (x), zx 51, la fonction Re [p;' (x) — 
— pK (x)] ne change pas de signe pour z ÿ 1. 

Toutes les propositions formulées ci-dessus restent alors en vi- 
gueur. Dans les deux cas la représentation asymptotique peut être 
dérivée n fois: 


yo (x, À) = Apr (x) y; (x, À: mo) [1 + Xe (x, À), 


les fonctions e;, vérifient la majoration (25). 

Ces propositions sont valables pour À complexe lorsque À —+ 
dans un secteur de la forme S: a < Argi<B,0<$B — ax < 2n,si 
sont satisfaites la condition 5) et la condition 


4") | | Refeï® (p;(z)—p;,(x))]| do pour tous les À Æj, 
a<p<P, p=Arg À. 
Exemple. Supposons qu'existent la limite lim Arg q (x) = 


et un S-secteur &« < p < BP, À 0, tels que 
Re[exp{i(p+®w/r)}(p; —p:)] Æ0, 2€S, 
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pour tous les k = j, où p;,, . .., p, sont les racines de l’équation (11). 
L'équation (23) admet alors une solution de la forme (24) et la ma- 
joration (25) est valable pour ES, |A ©1,x > x. 


2.5. Racines d'ordre de croissance différent. Supposons que les ra- 
cines de l’équation (2) ne sont pas asymptotiquement multiples et 
admettent des ordres de croissance différents, c’est-à-dire que certai- 
nes des limites c;, (cf. (8)) sont égales à 0 ou à co. Rangeons-les par 
ordre de grandeur croissante : les nombres c;, sont finis pour j < 
et deux au moins des nombres c,;, j < n, sont nuls. Le cas où un 
seul de ces deux nombres est nul est traité au n° 2.9. 

Les formules (15) restent en vigueur si les coefficients de l’équa- 
tion (1) et les racines de l'équation (2) sont assujettis à certaines 
conditions, mais celles-ci sont assez volumineuses. Limitons-nous au 


cas où les coefficients de l'équation (1) sont de classe C°® (R*) et se 
développent lorsque z — en séries asymptotiques de la forme 


A8 


m(r= Ÿ ae, (26) 
= 


où «&;,,; sont des constantes réelles, a,; des constantes complexes, 
Ero L'ART... L'Anj L'..., Any > +oo. On admet égale- 
ment que le développement asymptotique (26) peut être dérivé par 
rapport à x autant de fois qu'on le veut. Si a;; = 0 pour k fixe et 
tous les j, c'est que qg£”” (x) — O (x-®) lorsque zx —— © et pour tous 
les m — 0, 1, . . . Un exemple modèle nous est fourni par l'équation 


y) + Ant ny 71) + ... + aor%ey — 0, 


OÙ Ugs js + - -> An-, Sont des constantes. Dans ce cas toutes les 
racines de l'équation caractéristique (2) se développent en séries 
asymptotiques de la forme (26): 


Pr (x) = à Pay, T0, 
J— 


qui sont dérivables terme à terme autant de fois qu'on le veut. 

Supposons que toutes les racines de l’équation (2) sont asympto- 
tiquement simples, 6,0 # 0, Pro >> —1 pour tous les k et qu'est sa- 
tisfaite la condition 1) du n° 2.1. L'équation (1) admet alors un sys- 
tème fondamental de solutions {y: (x), . . ., y, (x)} justiciable de 
la formule (15). Ces solutions admettent les développements asymp- 
totiques 


N 00 
ya (x) =T* exp{ Ÿ ee} 1+ © die x |, ZT —+ 00, 
À=0 j=1 
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by > ôm>-.. On >—1, Oxo = Bro + 1; 
Cho = Pno/(Bro +1), 0>Ex > En >... Ex; ..., Eng + — 00. 
2.6. Equations trinomiales. Considérons l'équation 
YO) Æ ar AY) + ajrtey — 0, (27) 


où &», à, sont des constantes réelles, a,, a, des constantes complexes, 
d%#0,a; #0, a, > —n. Trouvons la représentation asymptotique 
des racines de l'équation caractéristique 


p" + anx"#p" + apr = 0, 


à l’aide du diagramme de Newton. Repérons trois points dans le 
plan (op, &): M, = (n, 0), M, = (k, ax), M3 = (0, &,) et soit I le 
segment M,M3. Deux cas sont possibles. 

1. Le point M, est situé sur ou au-dessous de 7, de sorte que 
an (nr — k) &œ/n et le diagramme de Newton est le segment I. 
La représentation asymptotique des racines p;, (x) est de la forme 
P; (x) — Pjot*/", z— oo, où p;, Sont les racines de l'équation 
g" + axg* + a, = 0 si ax — (nr — k) «,/n et les racines de l’équa- 
tion g" + a, = 0 si œn << (n — k) «,/n. Ce cas est confondu avec 
celui traité au n° 2.1 et l'équation (27) admet un système fondamen- 
tal constitué de solutions de la forme (15). Si l’on détermine la re- 
présentation asymptotique des racines p; (x) avec une précision de 
l’ordre O(xz-!-6), 8 >> 0, les solutions admettront des développe- 
ments asymptotiques de la forme 


y (x) = 2e [1 + 0 (1)], 


où Q (x) est une somme finie d’exposants. 

2. Le point 7, est situé strictement au-dessus du segment /, de 
sorte que ax >> (n — k) «,/n et le diagramme de Newton est une 
ligne polygonale composée des segments Af,M, et M.,.M,. Il existe 
dans ce cas deux séquences de racines possédant des représentations 
asymptotiques différentes lorsque x —+ co : 


px) = (— a) gl j=1, ..., n—k, 
1/h L 
Pa(a + (—<) ! af GR, j=n—k+1, ...,n. 


On obtient le terme principal de la représentation asymptotique de 
la première (resp. de la deuxième) séquence de racines en négligeant 
le dernier (resp. le premier) terme de l'équation caractéristique. Les 
racines de la première séquence sont telles que p; (x) 5 x”! lorsque 
x + oo et grandes en regard des racines de la deuxième séquence : 
Ps (à) > pi) pourz Slisi1<i<nrn—kn—-k+1<I<n. 
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L'équation (27) admet nr — k solutions y, (x), . .., yr-x (x) justi- 
ciables du développement asymptotique (15). La situation est plus 
compliquée avec les solutions correspondant à la deuxième séquence 
de racines. 
2a. Supposons que &y — &nr >> —k, de sorte que p;(x) > x”! 
lorsque zx —+ . L'équation (27) admet alors des solutions y, -1+1(x),. 
. + Yn (x) dont le développement asymptotique est de la forme (15). 
2b. Supposons que &, — a, < —k, de sorte que p; (rx) = O (x?) 
Jorsque x —> co. L’équation (27) admet alors k solutions y, +1 (x), 
.. Un (x) vérifiant chacune la formule asymptotique 


y(r) = xæ(Inx)", ro, 
où m > 0 est un entier. Ces solutions se comportent comme celles 
de l’équation (1) au voisinage du point singulier régulier z — 
(chap. I, $ 2). 
Exemples. 1. Considérons l'équation 
y — ax y" + bzôy = 0, (28) 
oùaÆ0,b#0, &œ > —2, 24 > f. Les racines caractéristiques se 
scindent en deux groupes: lorsque x —+ 
_ 3 , 
pra) +Var, pis) = +) 2xt-an, 
L'équation (28) admet deux solutions de la forme 
* 
yi(z) = x exp { | P;j(t) dt} , j=1, 2. 
Yo 


Si 34 > 2 (1 + B), ces formules se simplifient : 


Yi,e(x) = x Sa/s exp {+ + 2v3 mt}, 


Si, par ailleurs, &« << B + 2, l'équation (28) admet deux solutions 
de la forme 


y (x) + a TP xp{ | patt)dt}, j=3, 4. 


Xo 


Ces formules se simplifient si 34 > 2(1+ $): 


Va (0 exp fe Later) 
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2. Considérons l’équation (27), où nr — 2k, a, << 2ax. L'équation 
caractéristique admet alors les racines exactes : 


Pr = —Àz SR [1 + V1—4açai ?z A 24], 


où la racine carrée est égale à 1 lorsque zx — . Le signe plus (resp. 
moins) de la racine carrée correspond à la première (resp. la deuxiè- 
me) séquence de racines. À la première séquence de racines sont asso- 
ciées À solutions de la forme 


R (n—i)a 
y;(x)= 2 exp { | Py (t) dt} , ô4 = —"* , 
à la deuxième séquence, les Æ solutions 
(k—1)(Go— 3) 
Yj+n (x) = x" °+ exp { | Py+n (1) dt} Ù Oz = — —* . 


La représentation asymptotique des intégrales | p;(t)dt lorsque 


DB # 


z—o s'obtient sans peine dans ce cas. 
3. Equations de forme auto-adjointe à racines asymptotiquement 
simples. 


3.1. Equations d'ordre pair. Considérons l'équation 
= À (— 1) gun (2) y = 0 (29) 
R=0Ù0 


sur le demi-axe R* — [0, of, où g, (x) sont des fonctions à valeurs 
complexes de classe C* (R*), q (x) 0 pour z ÿ 1. Si les fonctions 
gx (x) sont toutes réelles, l'opérateur L défini dans le domaine 
D (L)=—C5 (R*) par Ly = ly est symétrique dans l'espace L, (R*). 
Posons des conditions du mème type qu’au n° 2.1: 

1) Les limites limg,(x)g;'(x)Tt-#* (x) =c,,où 


T(x) = [qn (x)/90 (z)]/2, (30) 


existent et sont finies. 
2) L'équation 


7 ED = À (— 1 a Etn-2 = 0 (31) 
= 


n’admet pas de racines multiples. 
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À l'équation (29) est associée d’équation caractéristique 
LE, ph À (1% qu (2) pr 28 = 0. (32) 
Des conditions 1), 2) il résulte que les racines de l'équation (30) ad- 
mettent le développement asymptotique 


P1(x) = +o()]T(z), zoo, (33) 


où E; sont les racines de l'équation (31). En particulier, les racines 
de l’équation (32) sont toutes asymptotiquement simples. Un exem- 
ple type d'équation (29) pour laquelle sont satisfaites les conditions 
4), 2) nous est fourni par l'équation 


À (194 cu 1g2t"- 0 — 0, (34) 


où c, sont des constantes, q (x) = 0 pour x ÿ 1, c, = 1. 

Les autres conditions sont (n° 2.1): 

3) Si zx > 1, la fonction Re [(E; — Ex) t (x)] ne change pas de 
signe pour un certain j et pour tous les k 

4) Les intégrales 


JUg lego TI M gl lg lt 1T 1-21) d2 


convergent pour tous les k. 
5) limgi(x)g'(r)T-*"-1 (x) —0 pour tous les #. 
Notons 
. _[ dl (r, p) 1/2 { 
y; (x) = [EE ppt] CXP { | P;(t) dt} . (35) 


Xe 


Si les conditions 1) à 5) sont satisfaites, l'équation (29) admet une 
solution y;(x) justiciable pour z — œ des formules 


y (2) = ph (x)y;(&) +0), 0Sk<n—1, 
n k-1 om 
YU (2) = (— AA pf (2) 90 (2) 93 (LE ent" +0 (1)], (86) 


nZk<2n —1, 


où yl{lest la quasi-dérivée d'ordre k ($ 1). Ces formules se simplifient 
pour 4o (x) = 1: 


y (x) æ [gr (x)]71/2*1/6 7) exp {( Pj(t) dt} , TI. 
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La classe admissible de fonctions q (x) est la même pour l'équa- 
tion (34) que pour l'équation (12). Si la condition 3) est remplie 
pour tous les j, les solutions y, (x), . .., y-, (x) forment un système 
fondamental. 


Exemples. 1. Considérons l’équation binomiale 
(— 1)" [go (x) YO + qn (x) y = 0. 


Sous les conditions indiquées ci-dessus, cette équation admet une 
solution y; (x) telle que pour z — 


y, (a)= pret 02g5 1e exp {iw, pt)dt} 11 +0(1), 


p(z) = *Y 9n (2)/Go(&), 


où w; est une racine de l'équation w°" = —1. 

Les solutions de l’équation (29) admettent les mêmes formules 
asymptotiques dans le cas où les termes principaux sont les termes 
(—1)" [go (x) y et q, (x) y, et les termes intermédiaires leur 
sont subordonnés pour x > 1; les conditions suffisantes sont acces- 
sibles dans [251]. 


2. Considérons une équation d'ordre quatre de la forme (29); 
alors 


(x, p)= Go(x) p*—gq1(x) p° + g2(x), 


p— 
‘ D a 
P=+ HGEVDE, D = qi —4q092, 


et si p (x) est une racine de l'équation caractéristique, il vient 
l,(z, p(x))= + 2p(x) VD). 


L'équation (29) admet un système fondamental de solutions de la 
forme 


X 


yi(a)— p; (2) DA (z)exp { | pdt}, z+00. 


Xo 


3.2. Représentations asymptotiques doubles. Considérons l'équation 
ly= D e2k(—1)* [qn-x (x) y)10 = 0, (37) 
k=0 


où € > O'est un paramètre. Supposons que sont satisfaites les condi- 
tions 1), 2), 4), o) du n° 3.1 et la condition suivante: 
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3’) Pour un certain j et tous les k = j 


in(r)=RelE—b)Tr(01%#0, 2>1, | fur) dr = 0. 


Introduisons les fonctions yl#: el (x) qui pour e — 1 sont confon- 
dues avec les quasi-dérivées : 


ylhiel(r)=e y (x), 0OLSkLn—1, 


gli el(x) = e "go (x) y (x), 
ylrthïel(z)—e-2kg, (z)ylr-hkiel(x) —(ylrtk-15el(x)), 1<k<n—1, 


et posons 


x 


Dre) (x, pytaexp{et | p,(t) dt}. 


Xo 


Pour tout e, > 0 il existe alors un zx (£,) << © tel que l’équation 
(37) admet une solution y; (x, e) pour laquelle 


y) (z, €) — ep} (x) y) (z,e)(1+epy(z,e)], 0O<Kk<n—1, 


| (38) 
gli el(z, e)=(—1)T% pl (x) go (x) y5 (x, €) X 


Rk—1 
*< 2 (— 1)" cm8 + Qu @)| Hæ+eÿn(zs e)], n<E<2n—1, 


où p;r (x) — Ô lorsque x — œ, et pour z > zx (8), 0 << e < €, on 
a les majorations 


l'hyn (x, e) | <Kp(x), lim @ (x) = 0. 


Les formules asymptotiques (38) sont doubles: elles sont valables 
lorsque z — © uniformément en &, 0 << & < &,, et lorsque € — +0 
uniformément en x > zx (e,). Si la condition 3°) est satisfaite pour 
tous les ji, les solutions y,, . .., y, forment un système fondamen- 
tal. 

Ce résultat est valable pour des conditions moins astreignantes 
sur les coefficients de l'équation (29). Plus exactement, il suffit que 
soient remplies les conditions 4), 5), la condition 3”) pour tous les j 
et la condition: 

1”) Siz 51, pour tout couple j, k, j = k, on a l’une des majora- 
tions 


0< a < | p;(x)/pa (x) | a2 1, 
O< a < | pa (z)/p; (x) | Ka: <1. 
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La condition 1’) remplace les conditions 1), 2) et exprime que les 
racines E; (x) de l’équation 


e(s = 2 (— 1) 0 (2) ET = 0 (39) 


possèdent la même propriété que pour tous les j, k, j  k, et pour 
zx Son a les inégalités 


O6, LE; (7) — En (2) 1e < 00. 


3.3 L'équation ly — uy à coefficients réels. Considérons l'équa- 
tion 


ly — uy, (40) 


où L est l’opérateur de (29) et qg; (x) sont des fonctions réelles. Les 
équations de la forme (39), où u est un paramètre spectral, se ren- 
contrent dans de nombreux problèmes d'analyse spectrale. On admet- 
tra que 


limg(x)=1, limiqg:(z)| =, 


et que sont réalisées les conditions 1), 2), 4), 5) du n° 2.1. L'équation 
caractéristique est de la forme 


L(x, p)=(—1ÿu 


Pour u fixe et x — o les racines p, (x, u) de cette équation admettent 
le développement asymptotique 


pt, p)= gr (2) Es (2) + (— 1) ngst (x) es, E GT + 
+0(g;°(x))] [1 +o(1)]. 


Posons E; — E;siqn (+ oo) — +oet E; — eir/(2n) E, sig, (+ oo) — 

— —o. Les points E, ..., &:, sont alors symétriques par rapport 

à l'axe réel du plan de E complexe. Numérotons-les de telle sorte que 

Re £; < Re E;,,, considérons un système fondamental {y;, . .. 
Yen) de solutions de la forme (3€) et fixons y. 

A. Supposons que Re E; 0 pour tous les j et si 6; n'est pas réel, 
que Im g” (Ë;) - 0. Dans ces conditions y, ..., ya € La (R*) et 
aucune combinaison linéaire non triviale de solutions yn+1, . .. 

3 Yen n'appartient à l’espace L. Re 
2. Supposons que Re E; = 0 pouri <j < 2k, Re £; = 0 pour 
les autres L, g (65)  & (Eÿ) pour j #1, 1j, 1 2ket g'(E) 0 
si E; n'est ni réel, ni imaginaire pur. Si Im u 0, le nombre maxi- 
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mal de solutions linéairement indépendantes de l'équation (40) est 
égal à nr ou à nr + k selon que l'intégrale 


À Lande) rem as 


est divergente ou convergente. 

Ces résultats découlent de la formule (26) et de la représentation 
asymptotique des racines p; (x, u) et permettent de calculer les in- 
dices du défaut de l'opérateur symétrique L agissant dans L, (R*) 
et associé à l'opérateur différentiel Z. Les indices du défaut de l’opé- 
rateur L ont été trouvés dans [61] pour le cas où l’équation caracté- 
ristique (32) possède des racines asymptotiquement multiples. 


3.4. _Fquations d'ordre impair. Considérons l'équation 


y=i > ef) (un (4) ]+ 


+(2) (un(e) y)}=0 «a 


à coefficients complexes de classe C* (R*), où e >> O est un paramètre, 


qi (x) Æ 0, Qu #1 (x) 5 0 pour x > 0. L'équation caractéristique est 
de la forme 


(x, p)= > (—1)**1 [2qu+s (x) p* +1 + qus1 (x) p'] = 0. (42) 


R=0 


Posons + (zx) — [q1 (x)/qh+1 (x)]/E7) et posons des conditions 
du même type qu’au n° 2.1. Un exemple modèle nous est fourni par 
l'équation (41) dans laquelle 

Ant (2) =, Quiz) = (gx), k<n, (43) 


où la fonction q (x) appartient à n'importe laquelle des classes dé- 
crites au n° 2.1. Les deux conditions suivantes expriment que les 
racines p; (x) de l'équation F7 sont asymptotiquement simples: 


9 
La gun 107 1% -2k-1—0, 


X—-00 


2) L'équation 


LOT (1) cet 241 = 0 


x 
ll 


ne possède pas de racines multiples. 
19—01011 
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On remarquera que c, — 1. Lorsque x — oc, les racines p; (x) 
admettent la représentation asymptotique suivante: 


pitz)=[E;+o(f)]t(z), 1<j<2r, 


qi (zx) +0 (gi (x)) 
qi (x) 


où Ë; sont les racines non nulles de l'équation g (E) — (0. La racine 
Po (x) possède le plus petit ordre de croissance, plus exactement 


lim po(a)/p;(#)=0, j #0, 


Po (x) — 


? 


ce qui résulte de la condition 1). Comme au n° 2.1, les deux condi- 
tions suivantes assurent une certaine régularité au comportement des 
coefficients de l’équation (41) à l'infini: 


3) | F(x)dr < , où 


F(x) = à (Iæ- nn ITA TE Iqueneagl 1 ITITÉAS + 
+ Iqn-n+19n+ | [TA LE Aqnin4agn il, | ITI 242). 
4) lim Qn-n+197 1 7282 = 0. 


X—00 


Ces conditions sont satisfaites dans le cas, par exemple, où les 
coefficients de l'équation (41) sont de la forme (43) et q (x) — ax, 


a> —1, ax 0. 
Notons 


pi (2) = ++ Int, (z, P;(x)) — 


. — [1,4 PONT D (— 1)" qu +1 (x) pi" (x), (44) 
k:=0. 


A . 
$ x x 


Pr e) — exp Le P;(t) dt + | p;" (t) dt}. 


Des conditions 1), 2) « et 4) il s'ensuit que 
pi(z) = 0 (p; (2), ‘ x — do, 
pour tous les j 0. Par ailleurs, pour z — 


pi __2n+1 qg(z)+o(gi(x)) 
(z) = An TD j#Æ0, 


Ps" (x) —.0 (g; (z)/q (x)). - 
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Si les fonctions Refp; (x) — Pr (x)] ne changent pas de signe 
pour z > 1 et tous les j, k, l'équation (41) admet un système fonda- 
mental de solutions de la forme 


y (x, €) = = y) (x, e)[l+ev;(x, e)], 0<j<2n. (45) 
Pour les résidus on a les majorations 
hh;(x, e)|<Æ(2), limÆ(z) =0, 


pour 0e < Evo, r > tr (£&0), où €, est assez petit. La représenta- 
tion (45) est double. 

Posons & — 4, et supposons que qg,+1 (x) — 1 lorsque x —+ co. 
Les formules (45) peuvent dans ces conditions être simplifiées : 


(= lg GE VEMexp{ À p;(B dt}, x 00, j=1,...,2n, 


Vo(z)=[qi(x} "TX, x — 00. 


3.5. Equation d'ordre trois. Considérons l'équation 
ly = (ib2y")" + [ ( _. b, +a) y' | + ibiy" + [+ b, + @ | y=iuy (46) 


Sur le demi-axe x > 0, où aj (x), b; (x) sont des fonctions réelles, 
b, (x) Æ 0, de sorte Q que l’opérateur / est formellement auto-adjoint. 
supposons que y est une constante réelle non nulle. Dans [71] on a 
trouvé la représentation asymptotique d’un système fondamental de 
solutions de l’équation (46) pour z > et calculé les indices du dé- 
faut de l’opérateur symétrique Z dans ZL, (R*) associé à ! sous Îles 
conditions suivantes: | 


1) biz), b(x)ECT(R*), &(z), à, (2) EC (R?), 
lim bb, (r)—1, lim |a,(r)| = 0, 


X— 00 


lima,(z)as!3(x)=d-(3/2)", 


X—0 


et la fonction a,(1)5#0 pour r > 1. 
2) Les fonctions 


bilaë!3, b'Ja,, bilaÿ*, bi/aÿ!, ailaï!*, bilaÿ/?, a:/ai!° 


tendent vers 0 lorsque ZT —+ 00. - 
L’équation caractéristique est de la forme 


La. p}= — pb (x) + (ia (o)— + 6j (e)) 2 — bi (2) p+ 
+ [iao (+ 6 (2) + a] 0! 
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Considérons l'équation 
n° — dn° +1 = 0. 
Les racines de cette équation sont distinctes pour d  (3/2)°/ et non 
nulles. Si d << (3/2)°/*, cette équation admet une racine réelle n, et 


deux racines conjuguées complexes nn = 3, Im n: > 0. Si d > 
> (3/2), les trois racines sont réelles : n; << n2 << 12. Des condi- 
tions 1) et 2) il résulte que les racines de l’équation (47) admettent 
la représentation asymptotique 


Pr (z)=ias" (z)[nx+o0o(1)], z— 00. (47) 


Les conditions suivantes « régularisent » le comportement des 
coefficients de l’équation (46) à l'infini: 
3) Les fonctions 


, 12/3 , 1/3 CT °° 
ll, lb;/añ/°1, 1b!/aç/°|, 1b:*/aol, |a!*/aol, 
, 5/3 mar 7/3 1 7/3 1 1/3 
1b?/a9/ |, |b° Ja! |, las/as |, 1b;/a5/ |, 
m 2/3 mr 1 2/3 m1 4/3 "1.4/3 
1b7 /aêlŸ|, Jaï/a5/°1, |bf/a0/°|, laÿ/aç/°| 


appartiennent à l’espace L, [r, >[ pour r > 1. 
4) Pour tous j, k et z > 1, l’une des conditions suivantes est 


satisfaite : 
a) Refp,(x)— p;(x)] 20; 


© 


b) Re[p;(2)— px (210, | Rep, (x) — pr (x)] dx = oo ; 


C) | Re [p; (x) — p4 (x)] dx << œ. 
L’équation (46) admet alors un système fondamental de solutions 
de la forme 


n(D=H+o(t}as "(z)exp{\ pat) dt}, zoo. (48) 
Exemple. Supposons que 
be (x) = 1, b, (x) — ax, a; (x) — bxv!3, dy (x) — CTŸ, 
où cÆO0,y>0, a << 2y/3, (b/c)!# &Æ (3/2)°%. Les conditions 1) à 
3) sont alors réalisées. Si (b/c)!/5 < (3/2)°/%, la condition 4) est sa- 


tisfaite. Dans cet exemple on peut déterminer le développement 
asymptotique des racines p; (x) [71]. 
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$ 4. Systèmes d’équations sur un intervalle infini 


1. Systèmes d'équations d'ordre un. Au chap. II, $ 5, nous avons 
étudié des systèmes proches de systèmes diagonaux et avons construit 
la représentation asymptotique de leurs matrices fondamentales. 
Nous traiterons ici des classes plus générales de systèmes. 


1.1. Systèmes à racines asymptotiquement simples. Considérons le 
système de nr équations 


y = À (x) y (1) 


sur le demi-axe R* — [0, œ[, où À (x) € C* (R*). Soient q (x) une 
fonction à valeurs complexes, g (x) Æ 0 pour x > 1 et Q (x) — 


— diag {[g (x)l"", ..., [g (x)In}. 
Formulons les conditions imposées à la matrice À (x): 


1) A(z)=a(z)Q (x) B(:)Q" (2), z20. 
2) La limite lim B(zr) = B(œ) existe et est finie, la matrice 


B (co) est régulière et ne possède pas de valeurs propres multiples. 
3) limri(z)=0, ri 191 191 2+ 191 118 (æ) 
4) r2(x)€ Li([0, oo), où 
r2== | gl + 191 gl + 191 Ie 8" (D) + 
+ 19/1018 (I +18" (2) 1), 
où [| B(x)||— max J|b;,(x)| et B'(x) est une matrice d'éléments 
bin (2). 


Des conditions 1) et 2) il s'ensuit que les valeurs propres p; (x) 
de la matrice À (x) sont de la forme 


P;(x)=q{(x)n;(x), 


où 1; (x) sont les valeurs propres de la matrice B (x). Les valeurs 
propres p; (x) sont asymptotiquement simples, puisque les limites 


lim p;(z)/pr (x) = cn 0, 1, 00 (2) 


existent pour tous les j Æ k. 


Remarques. 1. Si l’on ramène l’équation (12) du $ 3 à un systè- 
me de x équations du premier ordre par la méthode standard, celui-ci 
vérifiera les conditions 1) et 2) et de plus 


Q (x) = diag (1, qg (x), q° (x), . . ., g" (x)). 


2. Les systèmes (1) satisfaisant les conditions 1), 2) sont dans un 
certain sens des systèmes génériques. Posons d (x) — det À (x). Sup- 
posons que d (x) — œ pour zx — oc, tous les éléments de la matrice 
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A (x) se comportent pour z > oo comme des puissances de d (x) et 
ses valeurs propres comme d{/" (x): 


ai3 (x) = [ci5 + 0 (1)] d°& (x). 


Supposons que la matrice À (x) est régulière au sens de Volevitch, 
c'est-à-dire que les termes principaux ne se simplifient pas tous dans 
le développement 


det À (x) =Ù + ds, (&) +. any, (x). 
Dans ces conditions 
A(z)=@Q;(x) B(x) Q: (x), 
Q,(z)=diag(ds, ..., d'n), Q(x)—diag(dti, ..., d'n), 


D 


et de plus D (s;+t;)=1, la matrice B(+) existe, est finie et 
j=1 


régulière. Les valeurs propres de la matrice A(z) sont confondues 
avec celles de la matrice d'/"BQ.Q,d"1/" et la condition (2) entraîne 
que s; + tj; — Â/n, de sorte que A(x) satisfait la condition 1). 

Un cas particulier des systèmes de la forme (1) nous est fourni 
par les systèmes étudiés en théorie analytique des équations diffé- 
rentielles à point singulier irrégulier x — : 


où r > 0 est un entier,A, des matrices constantes, A, une matrice 
régulière à à valeurs propres distinctes, la série étant convergente dans 
le domaine |x | > À. 

Les conditions 3) et 4) sont les conditions standards imposées à 
la « régularité » du comportement des coefficients de la matrice 
A(zx) à l'infini. Par exemple, si a}; (x) — cy,2® lorsque x —+ co, 
a >> —1, les conditions 3), 4 résultent des conditions 1), 2). 

Désignons par e; (rx) et e; (x) respectivement les vecteurs propres 
à droite et à gauche de la matrice À (x) associés à la valeur propre 
P; (x). On rappelle que e; (x) est un vecteur colonne et e5 (x), un 
vecteur ligne. Notons 


et (z)e:(z) 
— nm MU)-ep{ I: ()+pf(t)1dt}. (8) 


Xo 


p;” (x) = 


La matrice B () ne possédant pas de valeurs propres multiples, on 
peut exhiber un x, > 0 tel que pour x > zx, il existe des bases 
{fa (x), - +, fn (æ)} et {7 (x), . . ., fn (æ)} de classe C* composées 
de vecteurs propres à droite et à gauche de la matrice B (x). Ces vec- 
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teurs peuvent être choisis de façon à avoir des limites finies et non 
nulles pour zx —> œ. Posons 


ej(x) = Q(z)f;(x), ej (2) = f5 (x) QT (x). 


Comme au $ 3, pi" (x) —o(p;(x)) lorsque x —+ co. 


Supposons que les fonctions 
Pyr (x) = Re [p; (x) — pa (x) + p5° (x) — p#” (2)] 


ne changent pas de signe pour x > 1, un certain j et tous les 4. Le 
système (1) admet une solution de la forme 


ne)=n@(e + une], limun (#20. (9 


Si la condition portant sur les fonctions p;4 (x) est satisfaite pour 
tous les j, le système (1) possède une matrice fondamentale de la 
forme 


F(2=To(U+U(sjexp{| (AG+AS (HE), (5) 


où T(z)=(ei(x), ..., e,(x))', À, A) sont des matrices dsgons- 
les d'éléments respectifs p,(x), p{” (x), 1<j<n, lim I U (x) 11 = 0. 


La condition 2) peut être affaibie la matrice B (oc) peut possé- 
der une valeur propre nulle simple (ce cas est analogue à celui traité 
au $ 3, n° 2.2). 


Remarque. La fonction vectorielle 
(2) =exp { | pi () dt} e, (x) 


est un invariant en ce sens qu'elle ne dépend pas du choix des vec- 
teurs propres e;(x) ete (x) à un facteur multiplicatif constant près. 


1.2. Représentations asymptotiques doubles. Considérons le sys- 
tème 


y = A (x) y, (6) 
pour lequel sont satisfaites les conditions 1) à 4) et posons 


yy(x, A =exp {à P;()+ | pi” ()dt}. (7) 


Xo Yo 
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Choisissons les vecteurs propres e; (x) et e$ (x) comme au n° 1.1. Sup- 
posons que 


| la (æ)1 dr = co, (8) 
0 
IRefp;(r)—m (x)l2>clg(21>0, r>1, (9) 


pour un certain j et pour tous les À  j. Le système (6) admet alors 
une solution de la forme 


He, = fe (+ Tune (@] (40 
et pour tout À, > 0 il existe un x (À4,) << © tel que pour x > 
> TZ (o); À > or 


lue (x, À) | <k;(x), lim k; (x) — 0. (11) 


La représentation asymptotique (10) est donc double. 
Si la condition (9) est satisfaite pour tous les j, k,j — k, le sys- 
tème (6) possède une matrice fondamentale de la forme 
Y(z, 1)= To(2) (1 + U) exp { | [AA (4) + A0 (9] dt}, (12) 


NU (x, AISF(:), limék(zx) =0. (13) 


Les matrices T,, A, A sont les mêmes que dans la formule (5), 
la majoration de || U (x) || est valable pour À > À,, x > x (À). 

Sous les conditions indiquées les formules (10) à (12) sont valables 
lorsque À est situé dans un certain secteur S: &« < Arg À < B, 
O0 < BP — «x < 2x, du plan de À complexe. Si 


lim Arggq(z)—@Po 0<Po<2n, 


existe, on peut indiquer exactement le secteur S. Soient n; les 
valeurs propres de la matrice B(c). Posons 1} — nje'%, fixons j 
et menons les droites 


Re [ei (nÿ—ni)] =0, = Argà, 


dans le plan de À complexe. Ces droites partagent le plan de À en 


secteurs ouverts S,, ..., Sn. Soit $, un secteur fermé situé à l’in- 
térieur du secteur S;. Si la condition (8) est satisfaite, les formules 


(10), (11) sont valables pour À € S,, puisque la condition (9) est 
remplie. 
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Indiquons les autres conditions suffisantes pour lesquelles est 
valable la formule (12): 
a) les valeurs propres p; (x) sont toutes imaginaires pures ; 


b) les intégrales  IRe p;''(x)| dx convergent toutes. 


1.3. Majorations des résidus. Certaines majorations ont été exhi- 
bées au chap. II, $ 5. Supposons que les conditions 1) à 4), (8) et 
(9) sont satisfaites pour un certain j et que pour z ÿ 1 on a les majo- 
rations 


g'iSclal”, lgl'>clgl, 1g'1I<c1gl”, 
Be 19" 1191, 1 BIKe(g"1+ 1919) 1gl°#, 
où c>0 est une constante et 
V2, V2, Ya 1—-y, Y=max (27, —2, Ys—1) —y2. 
Dans la formule (11) on peut alors poser 
ki(z)=c;llalfe, vo=max(y, Y: —2). 
Les majorations de || B°|| et || B”|| ont lieu si par exemple 
B(z)=B,+g"°(x) B,+..., 
où a>0, B,, B,, ... sont des matrices constantes. 
Soit g(x)=axt, «a >0, a=Æ0; on peut alors poser 
VYa=Ve=1—1Î/a, Y;3—=1—2/x, ÿy— —1—1/x - 7, 
de sorte que k;(x)—O(x"1!-1/«). Si qg(x) —exp{art}. a>0, a>0, 
on peut poser 
= V=V—Î+Ee, 
où € >> 0 est aussi petit que l’on veut, de sorte que 
k;(x) = 0 (exp{(—1+e)z1«}). 


1.4. Systèmes quasi diagonaux. Considérons le système de n 
équations 


ÿ =[A(T)+V(2)]y, Al(x)=diag(pi(z), -.., pa(z)), (14) 


sur le demi-axe x => 0, où V (x) est une fonction matricielle continue. 
Au chap. IT, $ 5, on a indiqué les conditions suffisantes (théorème de 
Levinson) pour lesquelles on peut trouver une matrice fondamentale 
du système (13) lorsque x — co. D'autres conditions suffisantes 
nous sont données par le 
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Théorème (Hartman-Wintner). Si || V (x)|| € L:(10, of) et pour tous 
lsi,k, jÆRk, 
IRe[p;(2)—p(2]12c>0, 22%, 


de système (13) admet une matrice fondamentale de la forme 


Y (zx) = [1 +o(t)]exp { | [A (8) + diag V (t)] dt} . 


Considérons le système 
y'=[A+V(z)+R(2)17, (15) 


où À est une matrice constante à valeurs propres p;, . .., Pn dis- 
tinctes, V (x) et R (x) sont des fonctions matricielles continues pour 
z > 0. Indiquons les conditions suffisantes pour lesquelles le systè- 
me (15) admet une matrice fondamentale de la forme 


Y (= IT-+o(Dexp { | AW dt} | ZT —+ 00. (16) 


À (x) est de la forme (14), où p; (x) sont les valeurs propres de la 
matrice À + V (x), la matrice T ramène la matrice À à la forme dia- 
gonale: T-TAT = diag (p,, ..., ph) = A. 

Notons 


Saj(e, z)—Re | [pa (s)— p; (s)] ds. 
{ 


Par définition, la fonction S;,; est de classe H, si 
S x j (Los + co) — + oo, Sh; (£, z)> —c, To LIL, 


et de classe A7, si 
SJ (£, z) << C, To LIKE, 
où cest une constante, zx, > 0 un nombre assez grand. 


1) Les fonctions S,; sont toutes de classe A, ou toutes de clas- 
se H,: 


lim V (2) 0, | (IV' ()11+I1R (2)1) dx < oo. 
Exemples. 1. Considérons le système (15), où 


0 0 Le 0 1 
a=| 2 V(x)=7z k ol R(z)=0, 0<a<1i. 
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Les valeurs propres de la matrice À + V (x) sont égales à 


p(a)=1—VTrr = — rte t O(x-40), 
Pa(x)=1-+Vi+z-#=2+0(x-?2), 


de sorte que Re [p, (x) — p2 (x)] — 2 + O (x-**). Le théorème de 
Hartman-Wintner est valable pour & >> 1/2; dans ce cas 


1 0 
Y (z)=[7Z+o(1)] Lo "| , T—+ oo. 
Puisque || V’(x) || = O (x°%}) lorsque z —+ ©, la condition 1) est 
satisfaite, et pou 0<a<iona 


x 


CXp , (t) dt 0 
Y (x) = [7 +0 (1)] | (? 


(0 exp { Po (t) dt} 


En particulier, pour «= 1/2, 


x71/2 0 
Y = +0 (| 0 | 


2) Il existe un kÀ > 0 entier tel que les matrices V{")(x) et R (x) 
sont continues pour x > 0: 


limVi(zx)=0, 0Sj<k—2; 


X — 0 


VO (x) IE La (0, of), 1<i<k—1. 


Les fonctions || V (x) ||, 1 V'(x) Il, 1 V#(x) I, ITR (x) || appartien- 
nent à l’espace L, (10, cl) et les fonctions S;,; sont toutes de classe 
H, ou toutes de classe H.. 

La condition 1) est un cas particulier de la condition 2). 


2. Considérons le système 
, i OO O 1 Bénxi-e 
Y=|h _; y+v(x) 1 112 v(r)=zx-bsinz!-c. 


Supposons que 1/2<<B< 1, (1—B}/(k+1)<a<(1—B)/k, où #>1 
est un entier. On a 


Pa2(z)=+iV1—v(x), Relp;(r)—p(1]1=0, 251, 
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et l’on peut s'assurer que les autres points de la condition 2) sont 
satisfaits. Le système admet une matrice fondamentale de la forme 


exp{ir Lif(x)} 0 Î 
Y (x) ={[1+0(1)] | 0 exp{ir— if (2). 


X 
= | t”“Psin2t'"%dt. 
Xo 


On remarquera que w)(r) & L; ([1, of) pour0<j<k — 1. 
3) Les parties réelles des valeurs propres de la matrice À sont 
distinctes ; la matrice V’(x) est continue pour x > 0; 


lim V(x)=05; MPG HN V GIMP GITE Z: (0, of). 


3. Considérons le système 


[1 0 0 1 


où v (x) est la fonction de l’exemple 2, f — 1/2. Dans ce cas v (x) £ 
€ La (M1, cl), autrement dit les conditions du théorème de Hart- 
man-Wintner ne sont pas satisfaites, mais 


v'(x)E L2(J1, of), v(z)v'(x)E Li(, of), 


et tous les points de la condition 3) sont remplis. 

4) V (x) = Vi (x) + Va (x); les matrices V, (x) et V: (x) sont 
absolument continues sur tout intervalle fini0<a<zr<b; 
(ACIER ET LACET ACITRACNE; 

+ IR (x) IITE L:1 (10, col). 


Pour un certain k et tous les j  k les fonctions S,; sont toutes de 
classe A, ou toutes de classe H,. Le système (15) admet alors la so- 
lution 


un (a) =exp{ | pa (t) dt} lex +o(1)}, z— 0, (17) 
où e, est le vecteur propre de la matrice À associé à la valeur propre 


Pr- Si la dernière condition a lieu pour tous les j, le système (15) 
possède une matrice fondamentale de la forme (16). 


4. Cet exemple montre que la classe de systèmes vérifiant la 
condition 4) est plus large que la classe de systèmes satisfaisant les 
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conditions du théorème de Levinson (chap. IT, $ 5). Considérons la 
fonction 


U(T) = — | St à, +<a<i. 
x 


Il est évident que v (x) — 0 lorsque x —> oo, mais 


U(z)= —zx-Ccos2% + O0 (x-*), 


de sorte que v(xz)& L,(]1, of). Par ailleurs, 
v'(x) = ax tsinzté L,(]1, œl), 

'(HI2EL, (1, œl), v'(x)v(x)E Li(M, oœl), v'(x)€ Li (1, cf). 

Généralisons le théorème de Hartman-Wintner. Pour x > 1 il 
existe une matrice Q (x) d'éléments diagonaux nuls telle que 

[+0 (2) TY14+V (IT (1+0Q (2)]—A (2), 
où À (x) est de la forme (14) et cette matrice est unique. Notons 
À (x) = A (2) — diag [(1+ Q (271 Q" (x). 


5) Il existe un entier k >> 0 tel que les matrices VÜ)(r) et R (x) 


sont continues pour z > O, les fonctions S,; (x) appartiennent toutes 
à 4,1) Het 


liimVO(x)=0, 0Sj<k—2; 


IV (x) I1E L2(0, of), 1<j<k—1; 
(VS (x) I +R (x) € Li (0, of). 


Le système (15) admet alors une matrice fondamentale de la forme 
Y (x) =IT+o(t)1exp { | X(«) dt}, x 00. 


9. Considérons le système 
, fé 0 o | 0 — 71/4 sin xt/? 
[0 —à y+é x71/4 cos x!/2 0 ÿ 


Les valeurs propres p; (r) sont égales à 


Pi, 2 (x) = +i 1Lzr-t2sin 2rt/2— _. x”! sin? 21/2) + 0 (x”3/?). 
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Dans ce cas || V (x) || € Li (11, oo), [| V (x) Il I V” (x) 11€ L1(M, of), 
mais || V’(x) || é Li(1, ol), || V'(x) Il € L:(I1, oof). Par ailleurs, 


P (x) = à (1 + z”{/2sin 2rV2— TE xt sin? 2:42) 7 
+ L sin? 2024 0 (7-92), 
P2 (x) = —i (1 + x l/2sin 22 rt sin?2xt/?) _ 


1 ° . 
— 7 COS* zx 24 OQ (x s/2), 


de sorte que Re (P: (x) — Pa (x)] = 427! + O (z*/°), et la condition 
o) est satisfaite. 


1.5. Systèmes à racines asymptotiquement multiples. Considérons 
le système (15) sur le demi-axe x > 0. Supposons que le polynôme mi- 
nimal ÿ (A) de la matrice À est de degré nr, c’est-à-dire qu'il est de 
la forme 


f(p)= Il (@—m)", Ÿ n=n, 
R=1 hk=1 


où p; Æ Pr pour j = k. Dans ce cas la forme normale de Jordan de 


la matrice À est composée de m blocs de Jordan d'ordre n;, ..., nn 
et la matrice À admet exactement m vecteurs propres linéairement 
indépendants e;, . .., em, Ae; = pje;. 


Posons r + 1 — max n,. Supposons que la matrice V (x) est 
absolument continue sur tout intervalle fermé fini ?Z © R*, la matri- 
ce À (x) est mesurable-Lebesgue et sont satisfaites les conditions 


lim V (a) =0, eV (a) + 2 II R (x) IDE Li (0, of). 


X— 00 


Soient py (x) les valeurs propres de la matrice À + V (x),1 < 
<j<m, 1<k<Ln;. Posons les conditions: 

1) Les fonctions p;, (x) sont absolument continues pour zx > 1 
et on peut les choisir telles que 


lim py(z)=py, 1<j<m, 1<k<n,. 
2) z” [pin (x)| dr © pour les tous les j, À admissibles. 
La condition 1) est la plus restrictive. Elle équivaut à la suivan- 
: il existe une matrice Q (x), lim Q (x) = 0, telle que 


(+ QG) (A+V (x) (+0 (2) = = diag (A, (x), :., An (x), 
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où A,(zx) sont des blocs de Jordan de la forme 


P;(x) 1 0 
À; (x) = | 4 
0 P;(x) 


Posons ja (z) = Pj1 (x) + (q — 1)/x et supposons que les fonctions 
S.s sont toutes ou de classe A, ou de classe H,. Le système (15) 
admet un système fondamental de solutions de la forme 
x 
y (e)= ai texp {À pjx(t) dt} Les +0 (1), 
ISj<m, 1Sk<n,. (18) 


Les résultats cités dans les n°“ 1.4 et 1.5 ont été empruntés aux tra- 
vaux [50 à 53, 74, 75]. 


1.6. Systèmes canoniques et hamiltoniens. Considérons un système 
de la forme 


Jy = H (x) y (19) 


sur l’axe réel. H (x) € C* (R). Le système (19) est dit canonique si 
H (x) est une fonction matricielle symétrique réelle, J une matrice 
antisymétrique régulière constante : 


H'(x)=H(x), JT= —J. 


Le nombre d'équations du système canonique est pair, désignons-le 
par 2n. La substitution y — Tz, où T est une matrice réelle régulière 
constante, permet de ramener le système canonique à une forme 


telle que 
| 0 7, 
ses, 6 |: 


où 0 est la matrice nulle d'ordre nr, {, la matrice unité d'ordre n, 
J° — —17,,. Dans la suite on posera J — J,, dans le système (19). 

Un système de la forme (19) est dit hamilionien si H (x) est une 
fonction matricielle hermitienne, J une matrice antihermitienne ré- 
gulière constante : - | 


H*(x)= Hx), J*= —J, 


où * désigne la transposition conjuguée: si H (x) — (h;x (x)), alors 
H* (x) = (hs, (x)). Un’ système hamiltonien est composé d'un nom- 
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bre pair (que l’on désignera par 2n) d'équations et se ramène à la 
forme 


—iGy" = H(x) y, (20) 


où H (x) est une fonction matricielle hermitienne 


G 6’ ° 2 
=l0 Al p+q=en. 


Indiquons les propriétés classiques des systèmes hamiltoniens et 
canoniques. Soit Ÿ (z) une matrice fondamentale du système hamil- 
tonien. 

1. On a l'identité 


Y*(z)JY (x) = const. 
On dit qu’une matrice carrée réelle À d'ordre 2n est symplectique si 
A'JonA = Jon: 


2. Soit Ÿ (x) une matrice fondamentale réelle du système cano- 
nique. La matrice Ÿ (x) Ÿ”! (x) est alors symplectique. 
Comme au $ 2, définissons le produit scalaire des vecteurs y — 
—= (ya, - -., yr)T et z — (2,, ..., z:)T par la formule 
k 


@, 2 = À sur 
3= 
3. Si y (x) et z (x) sont solutions du système hamiltonien, alors 


(Jy (x), z(x)) = const. 


Les propriétés 2 et 3 découlent de la propriété 1. Si J — J,, et 
y (x), z (x) sont des solutions réelles du système canonique, l'identité 
de la propriété 3 devient 


n 


2 [Ye (Z) Zn+r (Z) — Yn+a (2) 2x (2)] = const. 


Soient L (x, p) — H (x) — pJ les faisceaux de matrices associés 
aux systèmes canonique et hamiltonien, où J — J,, dans le cas du 
système canonique et J — —iG dans celui du système hamiltonien. 
Fixons x, > 0 

4. Si p est une valeur propre du faisceau canonique L, ii en est 
de même de —p, pet —p. Sipest une valeur propre du faisceau ha- 


miltonien L, il en est de même de P. 

Les vecteurs propres à droite et à gauche du faisceau L sont liés 
par les relations suivantes. Soit e un vecteur propre à droite du fais- 
ceau L, c'est-à-dire que He = pJe. 
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5. Si L est un faisceau canonique, eTH — —peTJ. Si L est un 
faisceau hamiltonien, e7H — —peTJ. 

Les vecteurs propres des faisceaux sont orthogonaux gauches. 
Supposons que He — pJe, Hf = qJf. 

6. Si L est un faisceau canonique, alors 


Je, f)=0, p+qÆx0. 


Si L est un faisceau hamiltonien, alors 


(Je, f=0, p+qg#0. 


Considérons un faisceau canonique ZL sous fa condition suivante : 

1) Les valeurs propres du faisceau L (x, p) sont distinctes et non 
nulles pour x > (0. 

Pour z = 0 toutes les racines du faisceau contenues dans le pre- 


mier quadrant Re p>0, Imp>0, peuvent être partagées en 
trois groupes. 


I. Les racines imaginaires pures. 

II. Les racines réelles. 

III. Les racines complexes (Re p > 0, Im p > 0). 

Pour nr — 2, les racines appartiennent soit au groupe I, soit au 
groupe II. Si L; est le nombre de racines contenues dans le groupe j, 
alors 21, + 21, + 4l, — 2n. De la propriété 4 et des conditions im- 
posées au faisceau L, il s'ensuit que pour tous les x => O, les racines 
demeurent dans leur groupe (c’est-à-dire que si Re p (0) — 0 et 
Im p (0) > 0, alors Re p (x) = 0, Imp(r) > 0 pour zx >0 pour 
les racines du premier groupe, etc.). 

Les relations d’orthogonalité de la propriété 6 restent en vigueur 
aussi pour tous les x > 0. Traitons l’un des cas les plus importants, 
pour les applications : 

2) Les valeurs propres du faisceau L sont imaginaires pures. 

On peut les mettre alors sous la forme ig, (x), —iq (x), . .. 

+ iQn (Z), —iqn (x), où g; (x) > 0 pour x > 0. Désignons ces va- 
leurs propres respectivement par p1(x), Da (x), - .., Pen(x), de 
sorte que Por (TZ) = Pon-1 (x). Les vecteurs propres à droite et à 
gauche du faisceau L peuvent aussi être accouplés : 


{ei (x), e, (x): -.., en (x), en (x)}, 
{ei (x), el (x), ..., el (x), el (x)} ; 
numérotons-les comme les racines p; (x). Introduisons les matrices 


A (x) —= diag (P: (x), es Pan (x)), 


To (x) — (e; (x), ei (x), rs En (x), En (x)) ; 
20—01011 
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alors T5! (x) JT, (x) = —A (zx). Normons les vecteurs e; (x) de 
telle sorte que 


ei (z)Je;(z)=1, z20, (21) 
alors 


Ta (z)= (eï (x), ei (x), ..., ex (x), er (x)), 
T6 (x) JTo (2) = Tone 


Posons d’abord des conditions élémentaires sur le comportement 
de la fonction matricielle H (x) lorsque z —+ : 
3) La limite lim} (x) — H (œ) existe, est finie et 


det H (oo) Æ0, 11H” (x) 11 dr < c0. 
0 


La matrice T, (x) peut alors être choisie de telle sorte qu'existe 
la limite finie 
lim T,(x)= Too), detT, (oo) #0. 


Si les conditions 1) à 3) sont satisfaites, le système canonique 
(19) admet une matrice fondamentale (16), où T — T, (æ), et un 
système fondamental de solutions de la forme 


var (e) = exp {i | qu (0 dt} lex +o (1), x 0, 
U 
Yan (£) = Yan (x). 
Si les conditions 1) à 3) sont réalisées, le système canonique 
Jy = AH (x) y 


admet une matrice fondamentale qui est justiciable d’une formule 
asymptotique de la forme (12) (représentation asymptotique double). 
Supposons que les conditions 1), 2) sont remplies et que la matri- 
ce H (x) satisfait les conditions 1) à 4) du n° 1.1. Introduisons les 
fonctions 
pi (x) = —e; (x) Je (x). (22) 
Ces fonctions sont à valeurs réelles et pf} (x) = p$x_1 (x) en vertu 
de la normalisation (21). 
Si aucune fonction Re [p;°(x) — p#(x)] ne change de signe 
pour x > 1, le système canonique (19) admet une matrice fondamen- 
tale de la forme (5). 
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2. Systèmes d'équations du second ordre. Considérons le système 
de nr équations 
y" — MA (x) y (23) 


sur le demi-axe R*: zx > 0, où À > 0 est un paramètre, À (x) € 
€ C® (R*). Soient p, (x), . .., Pn (x) les valeurs propres de la ma- 
trice À (x). Au système (23) est associé le faisceau de matrices 
L (x, p) — p°1 — À (x) dont les valeurs propres sont égales à 


LV p;, (x). Posons la condition: 
1) Les fonctions p, (x), ..., PA (x) sont distinctes et non nul- 
les pour zx > (0. 


Fixons des branches des fonctions V p.(x), ..., Vp,(zx). En 
vertu de la condition 1), ces fonctions sont de classe C*? (R*). La 
condition suivante exprime que les valeurs propres de la matrice 
A (x) sont asymptotiquement simples: 

2) Pour tous j, k, les limites 


lim p; (2)/Pa (2) = cn 


existent, sont finies et c;, Æ 1 pour j < k. 
Des conditions 1), 2) il s'ensuit qu'il existe une fonction gq (x) € 
EC (R*), g(z) Æ 0, z > 0, et des constantes c; Æ 0, telles que 


p;(x)=lc;+0o(1)]q(x), z— 00, (24) 


où c; Æ cx pour j # k. D'après la condition Î), il existe des bases 
{e, (x), - - ., en (x)}, {eï (x), . .., en (x)} de classe C* (R*) com- 
posées de vecteurs propres à droite et à gauche de la matrice À (x). 
Normons-les avec la condition 


ej (r)e;(x) = 1; (25) 
la matrice T (x) — (e, (x), . - ., en (x)) ramène alors la matrice 
A (zx) à la forme diagonale 

T7 (x) A (2)T (x)= À (x) = diag (p:(x), ..., pa (x)), 
où T-1(x) est la matrice de lignes ef (x), ..., eñ (x). Posons 
pi (x)= —e(z)e;(x), A(zx)=diag (pi (x), ..., pn (x)). (26) 
| Posons des conditions identiques aux conditions 1), 3) et 4) du 
n° 1.1: 
3) Lim (191 191 #2+ 1gl #2 TT (x) T' (x) 11) = 0. 
4) La fonction 
b(z)= 191? 191 %2+ 19°] 191 Ÿ2+ 
+ 191 gl EN TT IQ AN TETE + IQ AN IT 
appartient à l’espace L, (10, cl). 


20* 
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De la condition 3) il résulte que p5'° (x) = 0 (p; (x)) lorsque 
z— oc. Posons 


yé (x, À) = PCI exp{+? (VrGa+ | pi (#) dt}, (27) 


Xo Xo 


y* (x, À) =y# (x, A)le (x) + AE (x, À)]. (28) 


Supposons que les conditions 1) à 4) sont satisfaites ; indiquons 
la condition sous laquelle les solutions du système (23) sont justi- 
ciables d’une double représentation asymptotique (zx — © et À + 
— — 00). Formulons cette condition en deux variantes. Notons 


us(z)=Vp;fz), Una) = —Vp;(r), 1<j<r, 


St, z)= À tu (0) — px Co) dr, (29) 


t 
Sy (4, x) — L [pi (rt) — pi? (r)] dr. 


a) ReS ;, (0, + 00) — co, je, 


Re[p;" (z)— px (x)] = o(Re(u;(x)—ux(x))), x — 00. 
5b) |ReS,, (0, + œ)| < o, Sup [Re SX ({, z)| << oo. 


Si l'une des conditions 5a), 5b) est satisfaite pour un certain # 
et tous les j  k, le système (23) possède deux solutions y* de la 
forme (28). De plus, pour tout À, > Oilexiste un zx(À,) << © tel que 
pour À > À,, z (À) > x (ho) l’on ait les majorations 


LA (x, AIS), limop(zx) =0. (30) 
Si toutes ces conditions sont satisfaites pour tous les k, le système 
(23) admet un système fondamental de solutions f{yi, . . ., ya, 
Yi, - - -, Yn} de la forme (28). En outre, 


pe (e, 2) = A V PO UE (es 2) Len (x) AE (a A, 


où les fonctions vectorielles ff; possèdent les mêmes propriétés 
+ 
que fr. 
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Remarque. Fixons À >> 0 et supposons que pour un certain # et 
tous les j = k, les fonctions 


Re [px (x) —u; (x) + uf? (x) — ui" (x)] 


ne changent pas de signe pour x ÿ 1. Le système (23) admet alors 


des solutions y* de la forme (28), (30). 
Considérons l’équation matricielle de la forme (23): 


Y"— 24 (x)Y =0, (31) 


où Ÿ (x) est une matrice d'ordre r et supposons satisfaites les condi- 
tions énoncées ci-dessus. Toute solution de l’équation (31) est alors 
de la forme 


Y(x, 1) =Y*(x, A)C*(A)+Y-(x, À)C-(à), 
où C=(À) sunt des matrices d'ordre n, 


YE (zx, A)=T(z)U+A IUT (x, à)] AA (x) > 


x: eXp {+2 A (t) a— | diag{T (t) T”(t) dt} » (32) 


où [[U* (x, À)|| possèdent les mêmes propriétés que [|fÿ (x, À)|l 
(cf. (30)). 

On a une formule identique pour les dérivées Y* (z, À); 
dans la formule (30) il faut remplacer la matrice A”{/#(x) par la 
matrice H+AA4/4(x) et les matrices U* par UF, qui jouissent des 
mêmes propriétés. 


3. Systèmes d'équations d'ordre arbitraire. Considérons le sys- 
tème de x équations 


m— 1 
yen — À AM1A5 (x) y == 0 (33) 


sur le demi-axe x > 0, où À >> 0 est un paramètre, 4,4 (x) € C* (R*) 
pour tous les À. Au système (33) est associé le faisceau de matrices 
m—i 
L(z, p}=pl— À pris (x). 
Soient p; (x) les valeurs propres du faisceau L, c'est-à-dire les racines 
de l'équation det L (x, p) — 0. Admettons que les racines p; (x) 
sont toutes simples et considérons les bases {e; (x), . . ., enm (2)} 
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et {e® (x), . . ., eñm (x)} des vecteurs propres à droite et à gauche, 
normées par les conditions 
e; (x) L,,(x, pj(x))e;(x) = 1. (34) 
Introduisons les fonctions 
#7 1 Pi 
pi (a)= — (Lie +Le;), (35) 


où les valeurs des vecteurs e° et e; sont prises au point et les va- 
leurs des dérivées de L, au point (x, p, (x)). Supposons que la fonction 
q (x) et la fonction matricielle Q (x) sont celles du n° 1.1. Posons les 
conditions : 

1) A, (2x) =Q"# (x) Q (x) B,(x)Q"' (x), les limites lim B, (x) — 


— B, (“+ co) existent et sont finies. 
2) Les racines n, de l'équation 


m—1 
detÜn"7— © n'Bx (oo) ]=0 
* k=0 


sont distinctes et non nulles. 
3) Les conditions 3), 4) du n° 1.1 sont satisfaites si l’on 


mi 
y remplace || B(z)|| par 2 11 Bx (x) II. 


Pour m = { ces conditions sont confondues avec celles du n° 1.1. 
Supposons que les conditions (8), (9) sont satisfaites pour un certain 


j et pour tous les À  j et que ÿ; (x) est définie par la formule (3). 
Le système (31) admet alors une solution y; (x, À) telle que 


n 


Je, 2)= Mpi (ao) Ur, A) (eo +A TE mu (e, De(] : 
OZs<m, (36) 


où les fonctions u,,, possèdent les mêmes propriétés que les fonctions 
ur de la formule (10). 


4. Principales méthodes d’établissement des formules asymptoti- 
ques pour les solutions de systèmes et d'équations différentiels. La 
formule asymptotique doit tout d’abord être devinée et il est peu 
probable que l’on puisse énoncer des principes généraux susceptibles 
de nous faciliter la tâche. Une fois la formule trouvée, on la démon- 
tre dans la plupart des travaux en deux étapes. 

1. Par une transformation convenable (un changement de la va- 
riable.et des fonctions inconnues) on ramène l'équation (ou le systè- 
me) à la forme 


(lo + h) y = 0, 
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où l'équation l,y — 0 se résout exactement et l’opérateur lL, peut 
être traité comme une petite perturbation. 

2. On intègre l'équation L,y — —l,y comme une équation non 
homogène de second membre —/,y et l'on étudie le système d’équa- 
tions intégrales ainsi obtenu. 

On a déjà eu affaire aux diverses transformations des équations 
et systèmes (chap. II, $ 1; chap. IV, $ 2; chap. V, $$ 1, 2, etc.). 
Indiquons les principales équations intégrales. Soit donné le système 
de nr équations 


y" = [40 (x) + À: (2) y, (37) 
le système 
z' — A, (x) 


étant intégrable. Soient Ÿ (x) et Z (x) des matrices fondamentales 
de ces systèmes. L'application de la méthode de variation des cons- 
tantes nous conduit à l'équation intégrale 


Y (x)=Z(x)+ | Z(x)Z (0 AG) Y (tdi, 
(x) 


où | (x) est une matrice d'ordre nr dont les éléments y;, (x) sont des 
intervalles de la forme }x;,, xl (ou des courbes dans le plan de z 
complexe reliant les points fixes x;, et x). En posant 


Y@=2Z(G)W (), 


on obtient l'équation intégrale fondamentale 


W=W+KW, 
(38) 
(RW) (x) = | Z-1()A ()Z()W(t dt. 
r(x) 


Reste à définir la matrice des chemins T (x). Il est souhaitable de 
la choisir telle que l’équation (38) soit justiciable d'un quelconque 
principe du point fixe. Dans ce cas il est possible de recueillir une 
certaine information sur la matrice fondamentale Ÿ (x). 

Dans nombre de cas et, en particulier. dans ceux traités dans les 
chapitres précédents, on arrive à déterminer la représentation asymp- 
totique non pas de la matrice fondamentale mais de certaines solu- 
tions seulement du système (37) et à utiliser à la place de l’équation 
matricielle intégrale (38) une équation intégrale vectorielle. Déter- 
minons cette équation dans le cas où 


À, (x) — À (x) — diag (P: (x), cs Pn (z)). 
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Notons 
Sy(t, x) = | pilt)dr, Syst, )=Si(t, x) —S,(t, x), 
{ 


Ui(o 2) =exp{S (to 2)}, = Yj(x rw, 
2 — Z}j (Zos. x) Î1 


où f; est un vecteur colonne de composantes 6;,. On obtient alors 
l'équation intégrale en w 


w — Î; + K ; (w), (39) 


où Æ'; est un opérateur intégral: 


(Æ jw) = | exp{Sus(£, x)} LA, (é) w (#)} dt. 
XRJ 


Reste à déterminer les chemins y; = (x:,, x). Il est souhaitable de 
les choisir de telle sorte que dans un espace de Banach B la norme de 
l'opérateur X; soit petite: || À; || 1. Pour la solution de |’ équa- 
tion (39) on obtient alors une majoration du type 


uw — f;lle CI Île 


Traitons deux cas élémentaires. 
1) Soient I = [a, b] un intervalle fini, a << b, À > 0 un grand 
paramètre, 


A,(z)=A"B(r), A(z)=2 diag (pi(x), --., Pn (2); 


où les fonctions p; (x) et les éléments de la matrice B (x) sont de 
classe C (7). Pour B, prenons l’espace des fonctions vectorielles 
w (x) dont les composantes sont de classe C (7) et dont la norme 
Iw (x) Ils = max |w(x) |. Supposons qu'aucune différence 


Pas (x) = Re [Ps (x) — p; (x)]l ne change de signe pour j donné. Po- 
sons 

Try = 0 Si Pa; (z) KO, 

Thj=@ Si Pxy (2) >0. 
Pour tE]zx:,, xl on obtient alors 
| Re[AS,,(t, z)]<0. (40) 
Donc 

lexp{ASa;(t, x), Es (2), (41) 
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et par suite || K [| < À! 1 pour À © 1. Au chap. II, $ 7,ona 
montré que si les fonctions œ:,(xr) peuvent changer de signe, il 
n'existe aucune formule asymptotique valable pour les solutions du 
système (37) lorsque À — + sur l'intervalle Z tout entier. 

2) Supposons que Z — [0, oof, les matrices À (x) et À, (x) sa- 
tisfont les mêmes conditions que dans le cas 1, À — 1 et || B (x)|[€ 
€ L.(10, œl[) (ce cas coïncide presque entièrement avec les conditions 
du théorème de Levinson (chap. II, $ 5)). Exigeons de plus que 
lim ||B (x) || = 0 et que 


À ous (a)dr= +00 si puy >0, Ki. 
0 


Posons 
Taj —=@ Si Pry(r) KO, (42a) 
Tr, = 0 Si Pr,(x) 20, (42b) 


où a >>0 sera défini plus bas. Les inégalités (40) sont alors satis- 
faites pour #€]xx,, x[. Pour B, prenons l’espace des fonctions 
vectorielles de classe C'(7) bornées pour xE] et de même norme 
qu'au cas 1). Alors 


IA ju) (x) NW Ie | 1 B(E) 1 dé, 


ICE jw)a (2) Ile | NB (4) 11 dt 


Ang Ps À 


pour x>a respectivement -dans les cas (42a) et (42b). Si a>0 est 


Li] 


tel que | | B(t)lldt <1, alors [| K;|l8-<<1 et l'équation (3%) est 


a 
justiciable de la méthode des approximations successives. 
Mais ceci ne suffit encore pas à prouver le théorème de Levinson: 
il faut encore démontrer que (Æ;w) (zx) 0 lorsque x — œ si 
w (x) € B. Pour les composantes (Æ;w), dans le cas (42b) ceci résulte 
de la condition B, € L.(10, c[). Dans le cas (42a) utilisons la majo- 
ration plus exacte 


ICE po}n (2) SA © Ils Lin (x), 


x 


En ()= |exp{ReS,,(e, +)}i 8) 1 de. 
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La règle de L'Hospital nous donne 


Ÿ exp (Re Saj(t, a)} Il B(t) Il dé 


lim /,;, (x) = lim — 


x 00 D Resa) _—limiB(x)ll—0. 


Ce qui entraîne le théorème de Levinson. 


Remarque. La solution w, de l’équation intégrale (39) satisfait 
les conditions aux limites 


w j, (a) = ô;, dans le cas (42a), 
Wj,(00)—0 dans le cas (42b). 


Des conditions aux limites analogues posées aux points x = a et 

— b sont satisfaites par les solutions de systèmes à grand paramètre 
À. Un phénomène de type couche limite (chap. II, $ 3, n° 3) caracté- 
rise le comportement asymptotique des solutions de ces systèmes. 


$ 5. Equations et systèmes dans un plan complexe 


1. Position du problème. Considérons l'équation d'ordre nr 


lu = ut) + Ag, (z)ut" DL... + Ag, (z) w = 0 (1) 
et le système de z équations 
w’ —7}.A (z)w, (2) 


où À > 0 est un paramètre. A l'équation (1) et au système (2) cor- 
respondent les équations caractéristiques 


L(z, p}=p"+qg{(z)p"t+...+qn(z) = 0, 3 
L(z, p)= det(A(z)— pl) =0, (3) 


dont les racines seront désignées par p; (2), - . ., Pn (2). 

Soit D un domaine simplement connexe, éventuellement non 
borné, dans le plan de z complexe. Dans ce paragraphe on admettra 
que 

1) les coefficients de l’équation (1) et du système (2) sont holo- 
morphes dans le domaine D ; 

2) les racines p, (z), . .., ph (z) sont distinctes pour tous les 
z: ED. 

Les équations (1), (2) ne possèdent donc pas de point de retour 
dans le domaine D. Les équations et systèmes présentant des points 
de retour seront traités au $ 6. Dans ce parägraphe on étudiera la 
représentation asymptotique des solutions des équations (1), (2) 
lorsque À —+ + et lorsque z —+ œ si D est un domaine non borné. 
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Les formules asymptotiques sont éxactement les mêmes qu'aux $$ 1 
à 3, seules changent les conditions de leur application. 


2. Equations et systèmes dans un domaine borné sans points de 
retour. 

2.1. Diagonalisation asymptotique d’un système. Supposons que D 
est un domaine borné simplement connexe à bord 0D différentiable 
par morceaux et que les conditions 1), 2) sont satisfaites dans son 
adhérence [D]. Les racines p, (z), ..., p, (z) sont alors toutes ho- 
lomorphes dans [D]. Il existe une fonction matricielle 7 (z) holo- 
morphe et régulière dans [D] qui ramène la matrice À (z) à la forme 
diagonale 


T'(z) A(2)T(2)= diag(pi(z), ..., Pa (2))- 


En effet, le rang de la matrice B (z) — À (z) — p, (z) J est identi- 
quement égal à nr — 1 pour z E [D]. Soient B,, (z), ..., B,, (z) les 
mineurs relatifs aux éléments b,, (2), . .., b,, (z) de la matrice 
B (2). Sans perdre en généralité on peut admettre que l’un de ces 
mineurs est non nul en un point z, € D, donc que la fonction vecto- 


rielle € (z) = (B,, (2), ..., B,, (z)) est holomorphe et non nulle 
dans un voisinage de z,. La fonction vectorielle e, (z) ne peut admet- 


tre qu’un nombre fini de zéros z,, . .., z\ dans [D]; désignons par 

m, l’ordre minimal des zéros de ses composantes au point z,. La 
. . k,. 

fonction vectorielle e, (z) — (z — 2z,)* ... (z — zx) Ne, (z)T sera 


alors holomorphe et non nulle dans [D]. On construit de façon analo- 
gue les autres vecteurs propres à droite e, (2), . .., e, (z) de la ma- 
trice À (2). Les fonctions matricielles T (z) et T-! (z) et toutes leurs 
dérivées sont bornées dans [D]. 


Remarque. Si les conditions 1), 2) sont satisfaites dans un do- 
maine ouvert D, on peut comme précédemment construire une fonc- 
tion matricielle T (z) holomorphe et régulière dans D qui diagona- 
lise la matrice À (z). Mais ses dérivées ou celles de son inverse T-! (z) 
risquent d'être illimitées dans D. 


Les raisonnements du n° 1.3 du $ 1 entraînent l'existence de 
fonctions matricielles T, (z), . .., Tr_, (z) et de fonctions matri- 
cielles diagonales A, (2), ..., Ax-1 (2) telles que la transformation 


N=1 
w — T'(2)[1+ >» AT, (2) | u 
k=—0 
ramène le système (2) à la forme diagonale 


u'= [AA (2)+Ai(2)+... HA TT An (2) HAT Br (2, Alu 
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à O (AY) près, où N >> 1 est arbitraire et toutes les fonctions matri- 
cielles indiquées, holomorphes dans [D], 


Ao(z)=A(z), IIBn(z, À) IIKcn, 2zE[DI], 121, 
A1 (2)= —diag (T1 (2) T (:)). 


J en va de même pour le système du premier ordre équivalent à 
l'équation (4). 


2.2. Chemins canoniques et domaines admissibles. Introduisons les 
notations standards pour ce chapitre 


Si = [pdt Sao 2= |1p;()—patldt. (4) 


Toutes les intégrales sont prises le long de chemins contenus dans 
[D]. Supposons que la courbe Y;; (a, b) relie les points a et b et que 
la fonction Re S;, (a, z) ne décroït pas lorsque z se déplace le long 
de cette courbe de a vers b. La courbe Y;, s'appelle alors chemin ca- 
nonique (comparer avec le chap. III, $ 1). On appelle vecteur-chemin 
canonique Y; (b;, Zo), bj = (bj,, . . ., bjn) d'extrémité z,, le vecteur 
dont les composantes sont les chemins canoniques Yjn (bjr, Zo)» 1 < 
<k< n. On appelle matrice (ou étoile) des chemins canoniques 
FT (b, z0) d'extrémité z,, la matrice dont les colonnes sont les vecteurs- 
chemins canoniques y, (b;, Zo), + - +, Yn (bn; Zo): B = (b,, . . ., ba). 
Introduisons deux types de domaines admissibles. 

1) Domaine j-admissible D : il existe des points b,, ..., b, € 6G 
qui peuv ent être reliés à chaque pointz € [D] par un vecteur-chemin 
canonique y; (b, 2). 

2) Domaine admissible D : D est un domaine j-admissible pour 
tout j — 1, ...,n. 


2.3. Représentation asymptotique des solutions. Soit D un domaine 
j-admissible. Pour tout N >> 1 l'équation (1) et le système (2) ad- 
mettent alors des solutions de la forme 


w(z, À)=exp{AsS; (20 2) +155" (20 > X 
x [1 + D à han (2) +00 ")|, 
Wj(z, À)=exp{ÀS; (20 2) +55? (20, >): X 
X Les (2) + 5 Ne; (2) +0 Co] , À +oo. (6) 


Les coefficients de ces développements asymptotiques sont confondus 
respectivement avec ceux de (7) du $ 1 et (11) du $ 2 et sont holo- 
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morphes dans [D], z, € [D] étant un point arbitraire. Le résidu de la 
formule (5) est la fonction À-\® (z, À) de classe C°® pour z € [D], 
À > 1, holomorphe par rapport à z € [DI pour chaque À > 1 fixe 
tlo(z À 1 c pour z E [D], À > 1. Le résidu de la formule (6) 
est de la même forme. Les développements asymptotiques (5), (6) 
peuvent être dérivés par rapport à z et À autant de fois qu'on le veut 
avec respect de l’uniformité en z € [D] de la majoration du résidu. 


Les développements asymptotiques (5), (6) résultent directement 
des raisonnements du $ 4, n° 4, puisque 


lexp {ASa, (4, 2) 1 


si le point £ est situé sur le chemin canonique y; (b;z, 2). 

Si D est un domaine canonique, l'équation (1) et le système (2) 
admettent des systèmes fondamentaux de solutions de la forme (5), 
(6). La matrice fondamentale du systéme (2) est de la forme 


W (z, = TU +0 en |  Awa+ | AG)dt}. (7 


Signalons un cas particulier important. Supposons que la fonc- 
tion matricielle À (2) est holomorphe en z, et que les valeurs pro- 


pres Pi (Zo)+ - - -» Pn (Zo) Sont distinctes. [l existe alors un voisinage 
D du point z, qui est domaine admissible. 


Remarque. Dans ce cas aucune contrainte n'est imposée aux fonc- 
tions Re [p;(2) — px (z)] contrairement au cas non analytique 
(comparer avec le chap. II, $ 7). 


Les résultats indiqués ci-dessus se généralisent de façon évidente 
aux systèmes de la forme 


w'—ÀAA(z, À!)w, 


où la fonction matricielle À (z, e) est douée des propriétés suivantes : 
1) À (4, e) EC" (DI X TD), I = [0, el, € > 0. 


2) La matrice À (z, e) est holomorphe dans [D] pour chaque 
£ € Î fixe. 


3) Pour £ —+ +0 on a le développement asymptotique 


A(z, e)= à e*A, (2) 


uniformément en z € [DI. 


4) Les valeurs propres de la matrice 4, (z) sont distinctes pour 
tous les z € [DI. 
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2.4. Formules de raccordement. Soient W (z, À) une matrice fon- 
damentale du système (2) et w, (z, À) une solution de ce système. 
Alors 


w;(z, À) = W (2, À) o; (à), 


où le n-vecteur w; (À) est indépendant de z. Soit M un compact con- 
nexe du plan de z complexe, tel que son complémentaire ne contienne 
pas de domaines bornés. Un exemple type qui nous sera utile dans 
la suite est le suivant: M — [D]1\) L,{UJ L, où D est un domaine 
simplement connexe borné de bord différentiable par morceaux, 
l, et L, des courbes différentiables par morceaux simples finies. Ces 
courbes ont leurs extrémités sur 0D, ne se coupent pas et ne possè- 
dent pas d’autres points communs avec [D]. 

Supposons que la fonction matricielle À (z) est holomorphe et ne 
possède pas de points de retour pour z € M et que les formules asymp- 
totiques (5), (7) sont valables pour la solution w;, et pour la matrice 
fondamentale W uniformément en z € M lorsque À — +. Alors 


y ()j=1+0071), on ()=O(te#), j£k, (8) 
Œjr — min Re S yr (25, 2) T 0. 
:EM 


Soient W, (z, À), W2 (z, À) des matrices fondamentales du syste- 
me (2); alors 


Wa (2, À) = Wi (z, À) Q (à), 


où la matrice de passage ( (à) est indépendante de z. Si les matrices 
fondamentales W, et W, admettent un développement asymptotique 
de la forme (7), alors 


Q(A)=/1+diagO(X1)+O(e-%), c>0, À +oo. (9) 


3. Structure des domaines admissibles. 


3.1. Structure locale des points de retour et des lignes de Stokes. 
Soient z, un point de retour, U un disque |z—z, | r de rayon 
r > 0 assez petit. Toute racine p; (z) admet un développement 


= kp,/q 
P; G)= p5(20)+ D Pyx(z— 20) *?, 


convergent dans U, où p; > 1, q; > 1 sont des entiers premiers entre 
eux. Si g; = 1, la fonction p; (z) est holomorphe dans U ; si q; > 2, 
le point z, est un point de branchement d'ordre q; de la fonction 
P5 (2). Dans le domaine U le polynôme caractéristique admet la dé- 


composition en éléments simples: 2 (z, p) = [1 (z, p) ... IN" (z, p), 
l; (z, p) = const, où m,, ..., m, sont des entiers =>0, L, (z, p), . .. 
..., Lx (&, p) des polynômes en p deux à deux distincts dont les 
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coefficients sont des fonctions holomorphes dans U. Chaque poly- 
nôme /; (z, p) est irréductible 


L;(z, p}=p'i+an(z) pi + 


Si n; = 1, la racine p; (z) de l'équation l; (z, p) = Oest une fonc- 
tion holomorphe dans U. Si n; > 2, les racines de l'équation 
l; (z, p) se développent en séries de Puiseux 


kq,in 
p(2)= p(a)+ À D pr (20 7 (10) 
convergentes dans Ü, où g; > 1 est un entier premier à n;. Donc :, 
est un point de branchement d'ordre #7; pour chaque racine. 

Deux cas seulement sont possibles pour les équations du second 
ordre. 

1) Le polynôme ! (z, p) — p* + a (z) p + b (z) est irréductible. 
Le point z, est alors un point de branchement d'ordre deux pour les 
racines p, (z) et p, (2). 

2) Le polynôme ! (z, p) est réductible. Alors L(z, p) — (p — p, (z)) >. 
X (p — pà (2)) et les fonctions p, (z) et p. (z) sont holomorphes 
dans U. 

Pour l'équation d'ordre », les racines pour lesquelles le point de 
retour z, est soit un point d’analyticité, soit un point de branche- 
ment d'ordre entier quelconque peuvent être confondues en 2,. 

Soit pj (20) — Pr (co), ji À. La ligne de niveau 


[p3 (#) — pr (t)] dt = 


n 
e LEE ET 


issue du point z, s'appelle ligne de Stokes. En vertu de (10), il existe 
un entier r >> 1 tel que le point z, est un point de branchement d’or- 
dre r de la fonction p; (z) — p} (z). Alors 


P;(z)—Pa(z) = a(z— 20)", 2 — 20, 


où a Æ 0, q > 1 est un entier et du point z, sont issues 2 (p <- q) 
lignes de Stokes au plus. 


Remarque. I] est plus correct d’étudier les lignes de Stokes non 
pas sur le plan de z mais sur la surface de Riemann U d’une fonction 
algébroïide p (z) définie par l'équation 


LG, p= [] tp—(p5(2— px (2) =0. (11) 


On construit le polynôme 1 de la manière suivante. On fixe un point 
2 EÛ,z, 5 2; l'équation (3) admet alors dans un petit voisinage 
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simplement connexe Ÿ de z,n racines distinctes p,(2), . . ., Ph (2) 


qui sont holomorphes dans V. Ceci définit le polynôme Î dans le do- 
maine V: 


L (z, p)=p"+b(z)p"1+...+0, (2), 


les fonctions b, (2), .- .., b, (z) étant holomorphes pour 2 € Y. 
Soit y un cercle | z — z, | = | z — z, | d'origine et d'extrémité z;; 
lorsqu'on contourne le point z, le long de y, on a alors p;(z) — 
+ Ps, (z), et de plus l’ensemble fs,, ..., s,} est confondu avec 


l’ensemble {1, ..., n}. De là il s'ensuit que les coefficients du po- 
Jynôme / sont holomorphes dans le domaine U et l'équation (11) 
définit une fonction algébroïde multivalente p (z). La courbe y: 


Re | P (4) dt = 0, où &, € Ü et se projette en z,, est une ligne de 
bo 

Stokes située sur U. Les lignes de Stokes portées par Ü sont distinc- 

tes, mais leurs projetées sur U peuvent être confondues. 


Exemples. 1. Soit L'(z, p) — p" — i"z", où nr et m sont des en- 
tiers premiers entre eux; le polynôme / est alors irréductible et les 
lignes de Stokes sont les rayons 


nkn 
mn ? 


2. Soit Z(z, p}—=(p*—z)(p°—2); alors 
L(2, p)=(p2—2)(p—3 322) (p°+3 V3 2) 
X [(p?— 2)$ — 22] [(p° — 2) + 2°]. 


La surface de Riemann UÜ est constituée d’une surface à deux feuil- 


lets, de deux surfaces à trois feuillets et de deux surfaces à six feuil- 
lets. 


l, : Arg — 


k —0, 1, ... 


3.2. Domaines admissibles. Soient D un domaine simplement con- 
nexe borné dans le plan de z complexe dont le bord 9D est composé 
d'un nombre fini de courbes analytiques simples, f (z) une fonction 
holomorphe dans D et continue dans [D]. Le domaine D est dit 
admissible (pour la fonction f (z)) s’il existe un point a € 0D tel 
que tout point z, € [D] est susceptible d’être relié au point a par 
une courbe y le long de laquelle la fonction u — Re f (z) est crois- 
sante (lorsque z se déplace de a vers z, le long de ). 

Dans le travail [81] on a établi des conditions nécessaires et suf- 
fisantes pour que D soit admissible. Bornons-nous à les énoncer pour 
le cas élémentaire où 9D ne contient que les points de minimum iso- 
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lés et les points cols de la fonction-u (z). Un point z, € 0D s'appelle 
col si sont satisfaites les conditions: 

1) le domaine D contient au moins deux lignes de niveau y,, . .. 

, Ya d’extrémités z, sur lesquelles u (z) = u (z,); 

2) il existe au moins deux secteurs de sommet z,, bornés par les 
courbes y; et des arcs de frontière 0D, dans lesquels u (2) << u (2). 

Dans cette définition les domaines des grandes valeurs u (z) > 
> u (2) et des petites valeurs u (2) < u (z,) ne jouent pas le même 
rôle. 

L'une quelconque des conditions énoncées plus bas est nécessaire 
et suffisante pour que le domaine D soit admissible. 

A. 0D ne contient pas de cols. 

B. 60D contient un seul point de minimum. 

Ces conditions sont équivalentes. Ce résultat a été établi dans 
le cas général dans [81]. 

Il existe une différence fondamentale entre les équations d'ordre 
deux et les équations d'ordre supérieur à deux. Supposons pour 
simplifier que les coefficients de ces équations sont des polynômes 
en z. Un domaine D est admissible pour l'équation 


— }q (z)w — 0 (12) 


s’il l’est pour une seule fonction f (z = (V0 (£) dt moyennant un 


choix convenable d’une branche de ae racine. Pour une équation 
d'ordre nr, ce domaine est admissible s’il l’est pour l’ensemble de 
n (nr — 1) fonctions 


fn Ce) | Lp5()— pdt, 1j, En, j#k 


Au chap. III, $ 3, n° 2 on a montré que s’il n'existe pas de points 
de retour multiples et de lignes de Stokes finies, le plan de z com- 
plexe muni d'un nombre fini de coupures le long de certaines lignes de 
Stokes est un domaine admissible pour l'équation (12). Ceci n'est 
visiblement pas valable déjà pour les équations d'ordre trois, même 
à racines asymptotiquement simples à l'infini, car les lignes de Sto- 
kes peuvent se couper sur le plan de z complexe. 


Exemple. L'équation 
u" — 3w' + ASzw = 0 


présente deux points de retour: z, — —2,z — 2. Les lignes de Sto- 
kes se coupent dans ce cas (fig. 24). Par ailleurs, le point z — o 
est un point singulier irrégulier pour l'équation (12), alors que pour 


21—01011 
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l'équation (2) il peut être la confluence de points singuliers réguliers 
et irréguliers, de points non singuliers et de points de retour. 


4. Equations et systèmes dans des domaines non bornés. Soit 

D un domaine simplement connexe non borné dans le plan de z 
complexe. Les définitions des chemins canoniques, des domaines 
j-admissibles et admissibles (n° 2.2) 

s'étendent in exlenso aux domai- 

nes non bornés, à ceci près que 

l’une des extrémités d’un chemin 

canonique peut être le point z — oo. 


4.1. Equations et systèmes sans 
paramètre. On admettra poursimpli- 
fier que 0D est composée d'une 
seule composante connexe. Considé- 
rons le système de r équations 


Fig. 24 w’ = À (z)w, (13) 


où la fonction matricielle À (2) est holomorphe pour z: € [D] et satis- 
fait des conditions identiques à celles du $ 4, n° 1.1: 


1) A(2)= g(2) Q7 (5) B(:)Q(:), 
Q (2) = diag (gr (2), ..., gr (2)), 


où la fonction q (z) et la fonction matricielle B (:) sont holomorphes 
pour z € [D], q (z) 0. 

2) la limite lim Z (z) existe et est finie: lim B(:) = B(oœo)< oo, 
les valeurs propres n; de la matrice B (œ) sont distinctes et non 


nulles. 
3) lim r,(z)=0, 


200, :€[ D] 
r, (2) = 19" (2)1 19 (2) 2 + 19 GS) B" (2) II. 
Les valeurs propres de la matrice À (z) sont de la forme 
Pi()=my+o()a(z), 20, 2€[D]. 


4) Le domaine [D] est j-admissible. 

Soit r (z) la fonction introduite au $ 4, n° 1.1. La condition 4) 
de ce numéro implique la convergence de l’intégrale de la fonction 
ra (x) sur le demi-axe [0, cf. Pour le système (13) traitée dans le 
plan complexe on exige la convergence des intégrales de la fonction 
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r,(z) le long des chemins canoniques y;, (z). Introduisons les fonc- 
tions 
om(z)=inf | Ire(t)l dei, 
Vynt:) 
où la borne inférieure est prise sur tous les chemins canoniques re- 


liant les points z;, et z, et posons la condition: 
5) sup Pjn (z) < © pour tous les £ = 1, ..., n. 
= D 


Le système (13) admet alors une solution de la forme 


23 =esp{ | LP, (0)+p$° ()] dt} [es @+S u jn (5) en (2) | , 
Zo R--! 


ju ;n (2) 4; (2), lim k, (2) =0 
zoo, :€[D] 


Si D est un domaine admissible et la condition 5) est satisfaite 
pour tous les j, le système (13) admet une matrice fondamentale de 
la forme (5) du $ 4, où 


HU) SE (2), _ Jim k (z) = 0. 
. :€[D] 


Les conditions de validité des formules asymptotiques (15), (35), 
(45) du $ 3 et (28), (36) du $ 4 lorsque z —> ©, z € D s'énoncent de 
façon analogue. 


4.2. Représentations asymptotiques doubles. Considérons le sys- 
tème (2) sous les conditions 1) à 5) du n° 2.1 et soient remplies les 
conditions : 


6) lim R ef Py(t)— pa (t)] dt = oo 


pour tous les k = j. 
7) [Re [ tn, ()— (1 &|>c]Re | 1p$° ()— pit (01 dt 


zE[D], 1:15 1, 
pour tous les À 5 j. 
Le système (2) admet alors des solutions de la forme 


wy(z, À) =exp {à pj(t) a+ | pi” (t) dt} X 


* 


X Le, (z) + A7! D Un (2, À) er (:)] Ù 
k=1 
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2-00, 2€ 


UT (z, À) SA; (:), im, k; (z) = 0 


pour À > À, >> 0. Les conditions de validité des doubles représenta- 
tions asymptotiques des $$ 3, 4 pour x > 0 s’énoncent de façon 
analogue. 


4.3. L'équation (1) avec des coefficients polynomiaux. Dans ce cas 
les racines de l'équation caractéristique se développent en séries de 
Puiseux convergentes pour |[2|[> R ÿ& 1: 


[s «] 
P; (2) — 21/7) Y aps #1", 
k—0 


où g; et r; sont des entiers premiers entre eux ; r; > 1. Dans le tra- 
vail [92] on étudie le cas suivant: 

1) Le degré m >> 1 du polynôme gq, (z) est supérieur à ceux des 
polynômes qi (2), . .., qn_1 (2). 

2) Les racines p; (2) sont asymptotiquement simples ($ 3). 

La condition 1) entraîne que a;, 0, g; > 0 pour tous les jet l’on 
peut introduire une numérotation telle que 


0<Kgi/ri Loire . +. LInlrne 


Soit [ le rayon Arg z — ®, du plan de z complexe tel que aucune des 
différences Re [p, (2) — px (z)l, 1 <j, k< n, ne change de signe 
pourzE€l,|z/| > 1. Ilexiste alors un secteur S: Po — OL Argi < 
< po + Ô tel que l'équation (1) possède une solution de la forme 


z N 
wj(s à)=zexp {à | pd} [D Aus (+2 SR (2, 2), 
20 k=—0 


où v est un nombre rationnel, V => 1 un nombre quelconque. Les 
fonctions u;, (z) sont holomorphes pour zE€ S, et si l’on choisit 
ÀA>0 et R>0 assez grands, alors 


LRinz Ney TE Een) 12, I1>R. 


Les fonctions u, (z) sont d'ordre O(| z [#4 *4/"1)) lorsque z —> o, 
z € S. Les dimensions du secteur S sont indiquées de façon plus pré- 
cise dans [921]. 


Remarque. Le terme principal de la représentation asymptotique 
est donné par la formule (24) du $ 3. Dans [92] on trouvera des for- 
mules plus compliquées pour v et u;, (2). 
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$ 6. Points de retour 


1. Position du problème. Considérons le système de n équations 


ey = A(x, €)y (1) 
et l’équation d’ordre nr 


y=e"go+ L'eigi(x, €) y} = 0, (2) 
ji 


où & est un petit paramètre. Notons 


l(z, p; e)}—det[A(x, e)— pl], 
(x, p; e)=det[A (x, e)— pl] G) 


n—) 


L(x, p; e)=p'+ À q1(x E) p 
e 


respectivement pour le système (1) et l'équation (2). Il existe deux 
définitions d’un point de retour. 
1. Un point zx, est un point de retour du système (1) ou de l'équa- 
tion (2) si l’équation L (x,, p; 0) — O0 admet une racine multiple. 
Dans ce cas la matrice À (x,, 0) possède une valeur propre mul- 
tiple. Le point de retour se trouve par élimination de p entre les 
équations 


L(z, p;, 0) =0, L,(x, p; 0) = 0. 


2. Un point x, — zx, (e) est un point de retour du système (1) ou 
de l'équation (2) si l'équation ! (x, (£), p; e) — 0 admet une racine 
multiple. 

Il est évident que ces définitions ne sont pas équivalentes. Par 
exemple, l'équation 


eÿ"—(x"—Ee)y=0, 


où nr > 2 est un entier, admet un seul point de retour x, = 0 d'après 
la définition 1 et # points de retour x; (€) — Ÿ e d’après la défini- 
tion 2. On se servira en règle générale de la première définition. 

L'un des principaux problèmes de la théorie asymptotique des 
équations différentielles linéaires ordinaires est la construction de 
la représentation asymptotique d’un système fondamental de solu- 
tions du système (1) et de l’équation (2) au voisinage d’un point de 
retour. Ce problème est extrêmement compliqué. Même lorsque les 
coefficients sont analytiques en zx et e, on ne sait pas comment cons- 
truire dans le cas général les solutions asymptotiques formelles et 
encore moins comment les démontrer rigoureusement. 
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Dans ce paragraphe on étudie les types les plus élémentaires de 
points de retour. Partout dans la suite on admettra qu'est remplie 
l’une des conditions suivantes. 

C. La fonction matricielle À (x, e) est indéfiniment dérivable 
pour z—rx |<a 0<Le Le, oùa>0,e, > 0 

A. La fonction matricielle À (x, &) est holomorphe par rapport à 
zet e pour x E [D], | e | L e,, où €, > 0 et D est un domaine sim- 
plement connexe borné du plan de la variable complexe x à bord dif- 
férentiable par morceaux. 


2. Point de retour simple. À ce type se rapportent les points de 
retour au voisinage desquels les systèmes fondamentaux de solutions 
de l'équation ou du système s'expriment au moyen des fonctions 
d'Airy. 


2.1. Structure des racines. Considérons l'équation scalaire (2) sous 
la condition C. Un point de retour x, est dit simple si sont réalisées 
les conditions : 

1) L’équation ! (xs, p; 0) — 0 admet une racine double p,; les 
autres sont simples. 

2) le (Los Po : 0) Æ 0. 

On admettra pour fixer les idées que p, (xs, 0) = p2 (xzo, 0) = Po; 
les valeurs p3 (to, 0) = p$, . .., Pa (To, 0) = ph sont alors distinc- 
tes et non égales à p,. Soient 1 — [x, — a, xs + al, J — [0,e,l, 
oùa>0,e, > 0et e, 1. Si J ne contient pas d’autres points de 
retour, alors p; (x, e) EC” (1 X J) pour 3 << j< n. Le symbole ! 
se représente par Ù 


(x, P; e) = (p°—2a(x, e) p+B (x, E)) 7 
X (Pp—ps(x, €)) ... (p—pa(x, €)), (4) 


où 4, BEC” (1 X J), de sorte que 


P1,2(x: e)=a(x, e) + VD(z, €)) D=a?—f$, (2) 
D (to, 0)=0, Dern 0) 0 


Sous la condition À les fonctions @& (x, &), B (x, &), pa (x, €), . .. 
-. Pn (&, €) sont holomorphes dans un voisinage complexe du 
point (x — x,, e — Ojet le point x = x, est un point de branchement 
d'ordre deux pour les racines p, (x, 0) et p: (x, 0). 
Considérons le système (1). Sans perte de généralité, on peut ad- 
mettre que la matrice À (x,, 0) est réduite à la forme normale de 
Jordan. Un point de retour x, du système (1) est dit simple si sont 
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satisfaites les conditions 1), 2) et’si sa forme normale contient un 
bloc de Jordan d'ordre deux 


4 0 
Po 
A (xo, 0) — Ps » P}=Pj(ro 0). 


—0 Pn 
Si z, est un point de retour simple, on a les relations 


(ro, Pi; 0) =0, L,(z0 p55 0) #0, j=3, ...,n, 
(to: Po; 0) =1,(rs Po; 0) = 0, 
lp (to; Po; 0) Æ0, L, (Zos Po ; 0) 0. 


Soit x, un point de retour simple du système (1) ou de l’équation 
(2) au sens de la définition 1. Pour les petits & il existe alors un seul 
point de retour x, — x, (e) au sens de la définition 2, c'est-à-dire 
que l'équation 


l'(xo (£), p; €) =0 


admet une racine multiple p, (£) pour € assez petit. Ceci étant, 
Zo (€), Po (E) € €” (J), zo (0) = Zos Po (0) = Po- Le point de retour 
simple zx, est stable pour les petites perturbations des coefficients. 


2.2. Solutions asymptotiques formelles de l'équation (2). L’équa- 
tion (2) admet des solutions asymptotiques formelles y, (x, &), 
-..., Yn (&, €) de la forme (5) du $ 1. Soient x, — 0, D (x) une fonc- 
tion réelle et D”(0) > 0 pour fixer les idées ; alors D (x) >> 0 pour 
z>0et D (x) < 0 pour x << 0. Traitons d'abord le cas où les coef- 
ficients de l’équation (2) ne dépendent pas de €. On cherchera les 
solutions asymptotiques formelles de l'équation (2) qui nous man- 
quent sous la forme 


Yo (x, 8) — Ee /8 [Au (— e 28) + Bi el/3v" (—e-?2/5E)] exp e | a (t) dt}, 


a (x) = + (pi (2) + Pa (x), (6) 


A = D À}, (x) e*, B = Ÿ B, (x) e", 
R=0 k—0 


où v est une fonction d'Airy-Fock (chap. IV, $ 1). 
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On pourrait procéder comme au $ 1, chap. IV : porter la solution 
asymptotique formelle (6) dans l'équation (2) et établir ensuite des 
relations récurrentielles pour les fonctions À; (x) et B; (x). Mais il 
existe une méthode plus simple, basée sur les faits suivants: 

1. Il existe une solution asymptotique formelle de la forme (6). 

2. Si x est tel que e*”° | Ë (x) | 5 1, l'équation (2) admet des 


solutions asymptotiques formelles Yi. (x, &) de la forme (5) du $ 1. 
L'une de ces solutions, pour x < —6 << 0 est de la forme 


ÿ (x, €) — 
= exp{e" | a(t)dt+e”! | VD(t)dt+ p (t) dt} [4 + » ar (x) et] ’ 
0 0 k=0 


_S __ri@) 
P@= 2 PR —P @) 
h=—2 
On obtient la solution Ye à partir de y en remplaçant y D par —ÿ D 
et p. par p, dans la formule de œ. Transformons œ (x): 
___ D’(>) Ps (x) 
P (x) — 4D (x) + Pi (x) + V DU L 
1 2'(P,()+0D'(2 
NOT 2 pee Q 


a") , 1 À D'(æ)(p, (2) a (2)+ 2" (x) D) 
PEER + 2 P, @)—a (a) D) 


où qi(x), p2(x) EC” (7) et posons 


exp ({ padt} =1D (x "Aexp{ | [es (+ 2] œ). 


{D (N\ 
. y D(r) 


Choisissons les branches des racines de telle sorte que 


VD(x)>0, YD(x)>0, z=>0, 
VDG)=—ilVD(, YD(m=e-ii | D(z)|. r<0. 
Pour les fonctions analytiques ceci exprime que lorsqu'on passe du 


demi-axe x >> 0 au demi-axe x << 0 le point de branchement zx = 0 . 
est contourné par en bas. Calculons À, et B,. Remplaçons la fonction 
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v par son développement asymptotique lorsque e — +0, & (x) > 
> 6, > 0; le terme principal de la solution asymptotique formelle 
y, Sera de la même forme que celui de 


Yo= (—i+ 0 (e)) y: +(1-+0 (E)) v. 


La comparaison des solutions asymptotiques formelles y, et Vo nous 
donne 


1@=[-# |V5Ga]" 


ou, compte tenu du choix de la branche de la racine, 


h 


= [+(IVDEI&]", :<0, 


oo". 


@=-[2(V5üaf", 2>0 
0 


Comme É(x) EC" (1), sen Er) = —sgnzx, on obtient le système 
d'équations en 4, et 
_ —1/4 1/4) — __Pe (8) 
7 (AGE + BE) — or {) [ro 2-40 7 à). 
d’où 
1/4 
At) = re 6 ch pe (x), 
{ 
BB) = pone Psh 12 (À), (8) 


— l _ ( F2 (1) 
ÿ @= | e Oa, na | ET 


de sorte que À,, BE C® pour x << 0. Si l’on choisit la branche 
EU (x) = ei | E (x) [/4, x > O0, alors A B, € C” (1). L'équation 
©) admet également des solutions y. et y, de la forme (6) à (8) dans 
lesquelles la fonction v est remplacée par les fonctions w, et w: 
(chap. IV, $ 1). 


Les formules asymptotiques se simplifient fortement pour les 
équations de forme auto-adjointe 


= D (—1)" 82 [gun (7) y = 0. (9) 
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L’ équation caractéristique ($ 1) ne contenant que des puissances 
paires de p, ses racines forment des couples {P; (x, e), —p; (x, &)}. 
Un point de retour To est simple dans le cas où p; — 0 pour un cer- 
tain jet les autres racines p, sont distinctes et non nulles en ce point. 

Si Zo — 0, les coefficients de l’équation (9) sont indépendants de 
e et p1 (0) = 0; alors p, (x) = VD (x), p: (x) = —V D (x). Pour 


y. et y, prenons les solutions de représentations asvymptotiques 


Ce) 
D) 


[1 + 0 (e)], ne =[TE (pr (2) | 
] = — 1, 2, 


dont l'existence est prouvée au $ 1. Pour 4, et B, on obtient alors 
les formules 


y; (x, E) = 


ñ T 
A) = JR LA (+ fe (a, 


1 . 
B, (x) = =—————— x) — f2 (x)]. 
(0 = La (2) — fa (2) 
Si les coefficients de l'équation (2) dépendent de e, il existe pour 
les petits | e | un seul point de retour x — x, (€), x, (0) = 0, 
zy (e) EC” qui se déduit du système 


L(x, p; e) = 0, L, (x, p; €) = 0. 


Faisons le changement de variable zx — x, (e) = 7; l'égalité 


Pi (z, €) — Po (z, e) n'est alors possible que pour z — 0, de sorte que 
le discriminant D (cf. (5)) est de la forme 


D(x, e)=2D, (x, e), D,(0, 0) 0. 


Si la fonction D (z, e) est réelle et D, (0, 0) => 0, les formules (6) à 
(9) établies ci-dessus sont valables. La seule différence est qu'il faut 


remplacer x par z dans toutes les formules, si bien que les fonctions 
Eor E1r Pis + + + Pn dépendront encore de €. 


2.3. Représentation asymptotique des solutions de l'équation (2). 
Supposons que x, est un point de retour simple et qu'est satisfaite 
la condition suivante: 

3) Les fonctions Re {[p, (x) — p;(x)l, Re [p, (x) — pj(x)l ne 
changent pas de signe pour x € 

L'équation (2) admet alors des solutions y,, y, et y, de la forme (6) 
à (9) (dans les solutions y, il faut remplacer v par w,.) dans les- 
quelles les séries À (x, €) et B (x, e) sont asymptotiques lorsque 
g + +0 uniformément en x € J. 
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Si les coefficients de l'équation (2) vérifient la condition A du 
n° 4, il existe un voisinage complexe Ü du point x, dans lequel les 
développements asymptotiques indiqués sont valables lorsque e — 
—+ +0 uniformément en x € U. Tous ces développements asymptoti- 
ques peuvent être dérivés autant de fois qu'on le veut par rapport à 
x et à & avec préservation de la majoration uniforme du résidu. 


2.4. Représentation asymptotique des solutions du système (1). Sans 
perdre en généralité on peut admettre que x, (€) — O (cf. n° 2.2). 
Les fonctions scalaires, vectorielles et matricielles envisagées plus 


bas sont toutes de classe C® (7) si À (x, e) satisfait la condition C du 
n° 1, et sont holomorphes dans le domaine D si À (x, &) satisfait la 
condition A. L'intervalle Z 3 0 et le domaine D 3 0 sont supposés 
petits. NUS D (x) = D (x, 0) (cf. (5)), 4, (x) = À (x. 0), p; (x) — 

(x, 0). Il existe une matrice T, (x) ramenant la matrice 
4 (6) pour z£El (xE D) à la forme diagonale par blocs 


(2) 0 
T° (x) 40 (2) T (x) =" 0 A "1 


) 4 
8&= [5e ol a() = +p(l (10) 


A (x) =- = diag (Ps (x), ….. Pn (x)). 
La transformation 


y=exp {2 | Lpi (6) + p2 (#1 de} To (a) (11) 
0 


ramène le système (1) à la forme 
eu’ — B,(x)u+eB(x, &)u, (12) 
Biz, e)—e "To" (x)(A (x, e)— A(x, 0)] To(xz)— TT (x) T' (x), 


où B,(x) est une matrice diagonale par blocs: 


Bo(x) =diag (B(x), A(x)—a(x) ls), 


B(= Fr of: 


OnaB (x, e) = B, (x) + eB, (x) + ... On cherchera une solution 
asymptotique formelle du système (12) sous la forme 


u(e, €) uw (E RE (a) (a, e) eu (Ge e) 


so 


f& = LE he, g( = È ete, 
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où w (t) est solution de l'équation d'Airy w” — tw — 0. En por- 
tant (13) dans (12) et en égalant les coefficients de &# et w”, on obtient 
le système 


F'Eg + ef = (B+eB) f, 
Ef+eg = (B+eB) g. 

Développons f, g et B en séries de £& et identifions les coefficients 
des puissances de & ; on obtient alors un système récurrentiel d’équa- 
tions pour f, et £g.. Le premier couple d'équations est de la forme 

Bofo = E’Egos Bogo = E’fo 
de sorte que 
Bifo = EÆfor  Bigo = E*Ego- 


Remarquons que B? = diag (D (x) :, (A (x) — Ja (x))*), et posons 


x 


L@=(S Vo)". (14) 
0 


Supposons pour fixer les idées que x € 7, D (x) > 0 pour x >0 
et choisissons la branche de V D (x) comme au n° 2.2; alors 
E(r)EC® (1), senE(z) sens. 
On a i 
Lu (x) == &i (x) e, + @o (x) €, 
… A D(2) ei 
Îo (x) — &; (2) E' (x) €o + > (x) ë’ (r) , (15) 
e,—=(1, 0,0, ...,0)7, e>—(0, 1, 0, ..., 0)'. 


Les fonctions inconnues &, (x) et &, (x) se tirent du système d’équa- 
tions en deuxième approximation : 


| B5 Le . : k FA A6) 
—Ël, B, £ sg — BG] 

Le système homogène correspondant admet des solutions non trivia- 
les, de sorte qu’une condition nécessaire de résolubilité est l’ortho- 


gonalité du second membre du système (16) et des solutions du systè- 
me homogène adjoint. Les 2n-vecteurs 


(eT, eT/E7), (eT, (D/E')eT), 
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où e, et e. figurent dans (15), forfnent une base dans l’espace des 
solutions du dernier système. Les conditions de résolubilité nous 
conduisent à un système d'équations pour les coefficients &, et «. : 


(EE) + UE Ale ++ a 


: \° 0 B A = 
(+) HSE M Er Le (17) 
A—0; +2 B— Dbis + bei. 


Ce système est de la même forme que celui du $ 1, chap. IV, de 
sorte que 


Gi (= XP REC RIE | 2 DE} » 


«(2 =VE exp {—- AG@at}en {+ | B (0) dt }. 


| V D(i) 


Les formules (10), (11,, (13) à (15), (17) et (18) définissent complè- 
tement le terme principal de la représentation asymptotique. Les 
fonctions vectorielles f,, gx, k > 1, se déduisent d’un système liné- 
aire d'équations dont la matrice est la même que celle de (16), et le 
second membre est une fonction vectorielle qui s’exprime au moyen 
des fonctions vectorielles fo, fu; + - +, fR-1 Los B1r + + + En-1 Les 
conditions d'existence des représentations asymptotiques des solu- 
tions se formulent comme au n° 2.3. 


2.5. Confluence de points de retour simples. Bornons-nous au cas 
de la confluence de deux points de retour simples. Supposons que 
la forme normale de Jordan de la matrice À, (x) contient deux blocs 
de Jordan d'ordre deux: 


Po 1 ( E 
0 Po : 
1 
A9 (%o) = OCR 
PS 
0 


: pi 
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OÙ Po Æ Go: Po Æ Pi 9° Æ pj pour j — 5, ..., net l, (ro, Po: 0) Æ 
Æ 0, L, (Zo do: 0) p 0. Il existe dans ce cas une matrice T, (x) 
ramenant la matrice À, (x) à la forme diagonale par blocs 


T;° (x) À (x) To (x) = TT diag (B; (x), B: (x), A (x)), 
1 
B@= [5 a, "| j—1, 2, A(x)=diag(p;(x), -.., pn(x)). 


Les propriétés de toutes ces fonctions sont les mêmes qu'au n° 2.4, 


puolr)=a(x)+VDi(x), pair) = 42 (x) + V D2(x). 


Dans ce cas le système (1) admet des solutions asymptotiques for- 
melles de la forme (13) associées aux fonctions 


L@=(3 (V0), j=1, 2, 
0 


les formules asymptotiques des solutions sont de la même forme 
qu’au n° 2.4. 

Indiquons les formules asymptotiques des solutions de l’'équa- 
tion (9) dans le cas d’une confluence de deux points de retour simples 
pour x — (0. Supposons que les coefficients de l'équation (9) ne dé- 
pendent pas de e, p? — ps 0, les autres racines p°, .. . ps sont 
distinctes et non nulles en z = 0. Ici p, = p}, 4o — —p;. Notons 


a (x) = _ [Pi (x) + Pa (2), 


HOT NE CICETIC) RE 
Rk=3 


L'équation (9) admet une solution asymptotique formelle de Ia for- 
me (6), où 


——— 
A) = VE 1 (2) + fe, 


Bo) li (x) — f2 (2)]. 


3. Réduction asymptotique des systèmes. 


3.1. Réduction exacte d’un système. Supposons que la fonction 
matricielle À (x, e) satisfait la condition À du n° 1, 0 € D. Alors 


A e)= © et An (2) 


et les fonctions matricielles 4, (x) sont holomorphes dans le domaine 
D. Soit ÜU un voisinage assez petit du pointxz = 0,0<e, < e,, où 
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e. est assez petit. Pour tout m > 6 entier, il existe une fonction ma- 
tricielle T (x, e) holomorphe par rapportàretepourzEl,|e|l < 
< Es 


T (x,0)—7, xEU: T(0,e)=1, |e|< e:, 


et telle que la transformation 
| y — T (x, &)z (19} 


ramène le système (1) à la forme 


m 
Ez" — [ D el A,(r)Le"*iB C1 2. 
k= 0 


IcixEU,|e|<e.et la fonction matricielle B (x) est holomorphe 
dans le domaine U. En particulier, la substitution (19) réduit le sys- 
tème (1) à la forme 


es — (A, (x) + eB (x)]z. 


3.2. Diagonalisation asymptotique par blocs de systèmes. Soient 


A, (x) une matrice carrée d’ordre n et declasse C° (7), 1 — [—a, al, 
a >> 0, dont les valeurs propres peuvent être classées en deux groupes : 


M; = {pi (x), -.., Pr (x)}, Mo = {pr+1 (&), - + +, Pn (&)} tels que 
Pit) ÆPi(z), PA) EM, prix) € Mo, (20) 


pour tous les x € Z. Il existe alors un nombre b, 0 << b << a et une 
fonction matricielle régulière T, (x), x € 1 — [—b, b], de classe 
C°® (1) tels que 


0! 2 À z) T, (x) = B1 (7) 0 ze 21 
0! (Z) Ào (x) To (x) 0 B, (x) |’ € ?, (21} 


où PB, (x) et B, (x) sont des fonctions matricielles carrées d’ordre k 


et x — k et de classe C°” (7) dont les valeurs propres forment respec- 
tivement les groupes M, et M. 

On a un résultat identique pour le système (1) si À (x, &) satis- 
fait la condition C, la matrice A, (x) — À (x, 0) vérifie les condi- 
tions formulées plus haut. Pour tout entier N > 1, il existe alors une 


fonction matricielle T y (x, e) de classe C” I x J) telle que la 
transformation (19) ramène le système (1) à la forme 


, 6 €) 0 
ez = 


0 Ba (x, N zHeN+iC (x, €) z, (22) 
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où B;. B, et C sont des matrices carrées d'ordre k, ñ —k et n respec- 


tivement et de classe C” (1 X J), 
N 
B;,(x, e) = B;(x)+ À e'Ba(x), j—1,2, 
(23) 


N 2 
T (x, e)=T(+È ET, (x), B (x), Ti (x) € CT (1). 


Supposons qu'une fonction matricielle À, (x) est holomorphe 
dans l’adhérence [D] d’un domaine simplement connexe borné D 
du plan de z complexe et que la condition (20) est satisfaite partout 
dans [D]. Il existe alors une fonction matricielle 7, (x) holomorphe 
et régulière pour x € [D] qui ramène la matrice À, (x) à la forme (21). 
Si À (x, e) est holomorphe par rapport à x et e pour x € [D], [el  e,, 
toutes les propositions formulées ci-dessus à propos du système (1) 
restent en vigueur pour x E [D], |[e | Le, < € si &, > 0 est assez 
petit, les conditions d'infinie différentiabilité de toutes les matrices 
étant remplacées par les conditions d’holomorphie. 

On peut imposer d’autres conditions au système (1), par exemple 
les suivantes. Supposons que la fonction matricielle À (x, e&) est ho- 
lomorphe par rapport à x et e dans le domaine 


D, : FAIT O<|el<eo, | Arg e | 6, 


et qu’elle admet le développement asymptotique 
A(z, e)— Ù 4,(de, e—0, |Arge|<85, 
r—0 


uniformément en [zx | zx,. La diagonalisation par blocs du systè- 
me (1) est alors possible dans le domaine 


D, : FAESTT O<]|el<es, | Arge [< 04, 


si z,, & et 6, sont assez petits. Les fonctions matricielles 7, B, B,, C 
jouissent des mêmes propriétés que la matrice À (x, e) mais dans un 
domaine plus petit: le domaine D.. 

Si le système (1) est auto-adjoint, c’est-à-dire si la matrice À (x, e) 
est antihermitienne : 


A(zx, e)= —A (x, »), 


les matrices B, et B, seront aussi antihermitiennes moyennant un 
choix convenable de la transformation (19). 
Dans tous les cas envisagés on peut ramener le système à la forme 


B, (x, €) (0 
es = | 0 B, (z, \ z+C(xz, e)z, 


$ G] POINTS DE RETOUR 337 


où B;(x, e) sont des séries asymptotiques de &e, C (x, e) = O (e®), 
e —+ 0 (cf. remarques du chap. I, $ 3, n° 3 


3.3. Systèmes canoniques. Soient 0 et Z, les matrices nulle et uni- 
té d'ordre n, 


; [_° r] ; É 0 
2n — — I, 0 ? on — 0 Jan-p) 9 


et supposons que le système (1) est canonique ($ 4) pourz € KR, 
0 < e < €9. La fonction matricielle À (x, €) est réelle et hamilto- 
nienne, c'est-à-dire que 


Jan A(x, e)+ AT(x, 8) Jan = 0. 
Les valeurs propres de la matrice À forment des couples (p, —p). On 


dit qu'une fonction f (x) à valeurs complexes est douce (gentle) si 
f(x)EC° (R), f" (x) EL, (R) pour tous les k > 0. 
Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites : 
1) Les éléments des fonctions matricielles A'(x, €), À (x, €) — 
— A (x, O0) sont des fonctions douces. 
2) Le développement asymptotique 
Go 


A(z, e)= À À,(x)e' (24) 


r=Û 


est valable lorsque € — +0 uniformément en z € RK. 
3) Le polynôme caractéristique d (p*, x) de la matrice À, (x) se 
représente pour tous les x € R sous la forme 


d'(p°, x) = di (p°, x) d: (p°, x), 
où d, et d. sont des polynômes non constants de degrés respectifs 2p 
et 2 (7 — p) ne possédant de'racine commune pour aucun x € K. 
On dit qu’une matrice À d'ordre 2n est hamiltonienne par blocs si 
JnM+ MT] =0. 

Dans ces conditions il existe une fonction matricielle réelle T, (x) 

qui ramène la matrice À, (x) à la forme diagonale par blocs 
Tai (2) Ao(z) To(z)= diag (B!' (x), BE (x)) (25) 
pour tous les x € KR. Les fonctions matricielles B (x), j = 1, 2, sont 


des matrices hamiltoniennes d'ordres respectifs 2p, 2 (n — p); 
d; (p°, x), leurs polynômes caractéristiques et pour tous les x € R 


T5 (2) Jen To (x) = Jan: (26) 


Les éléments des dérivées des fonctions matricielles 7T,(xr) et 
B}(x), j = 1, 2, sont des fonctions douces. 
22—01011 
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Il existe une matrice T (x, e) telle que la transformation (19) 
ramène le système (1) à la forme 


er -[S Be (æ)e"+C(e, e)] 2 (27) 


Bu (x) 0 
Br e=| 0 " 


où B? (x), j — 1, 2, sont des matrices hamiltoniennes d'ordres res- 
pectifs 2p et 2 (n — p), qui coïncident avec les matrices de (25) pour 
r — 0. Lorsque e — +0, pour tout N > 1 on a C'(x, &) — O (e*) 
uniformément en x € R. La matrice T vérifie l'identité (26) pour 
tous les x € R, admet le développement asymptotique 


T(&, = Tor) + D eT (se +0 (28) 


uniforme enxzE€R, T(x, €) — T, (x) s'annule pour zx = + et les 
éléments des fonctions matricielles B?(x), j — 1, 2, T, (x) pour 
r>1et T'(x, €) sont des fonctions douces. 

Les résultats des n°° 3.2, 3.3 sont dus à W. Wasov et Y. Sibuya 
[115, 116, 128, 132]. 


3.4. Formes normales d’'Arnold de matrices et réduction de systè- 
mes. Considérons le système (1) où la fonction matricielle À (x, &) 
est holomorphe pour |z|<r<1, 0<e<e, Li, et notons 
A, (x) = À (zx, 0). Supposons que À, (0) possède une forme normale 
de Jordan et une seule valeur propre. La dernière condition ne res- 
treint pas la généralité (cf. n° 3.2). Soient mm >m > ...>m 
les puissances des diviseurs élémentaires de la matrice À, (0), et 
supposons que ses blocs de Jordan sont rangés aussi dans |’ ordre de 
décroissance de leurs dimensions. Partageons la matrice À, (0) en 
blocs A7 respectivement. [ntroduisons les matrices F,, . .., l'y, 


d — Ÿ (24 — 1) m,, d'ordre nr. La matrice F, est composée de 
h==1 
zéros et d'un seul élément égal à l'unité. Si l* est un bloc non nul, 
l'élément unité est situé dans la dernière ligne du bloc pour j < 
et dans la première colonne pour j — 4. Supposons que les matrices 
F, sont ordonnées de telle sorte que l'élément unité de chacune d'el- 
les soit situé sur la dernière ligne du bloc F', etc. Formulons le 
résultat de V. Arnold [42] pour les fonctions matricielles d'une seule 
variable. Il existe des fonctions scalaires p, (x), . . ., pa (x) et une 
fonction matricielle 7, (x), holomorphes au point x = Ü, telles que 


d 
To" (x) 4o (2) To(2)= 40(0)+ 2 PT (29) 
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dans un certain voisinage du point x — 0. De plus, 
(0) =... =py(0)=0, det T, (0) Æ0. 


Sans restreindre la généralité on peut admettre que toutes les 
valeurs propres de la matrice À, (0) sont nulles et que À, (x) est de 
la forme canonique (29). Il existe alors des fonctions matricielles 
T, (x) et des fonctions scalaires p,, (x), r —0, 1,..., s — 
= 1, 2,..., d, T, (0) = 7, telles que la transformation (19) ra- 
mène le système (1) à la forme [134] 


d 00 
es [A40)+ D pe 1] pe = pme. (30 
Ici T (x, e) est de la forme (28) et T, p,, . . ., pa sont des séries en- 
tières formelles. Il s'ensuit qu’il existe une matrice 7 et des fonc- 


tions p, de classe C°® pour|zx | <r,0 < € < &,, qui sont holomor- 
phes par rapport à x pour chaque € fixe et pour lesquelles les séries 
formelles sont asymptotiques lorsque € — 0 uniformément en x. 
La transformation (19) ramène le système (1) à la forme 


d 
7 =[ 4(0)+ À ps(z, e)T,+B(z. e)], 
Biz, e)—O(EN), e— +0, 


pour tout V => 1 entier uniformément en x. 
On ne sait rien de la représentation asymptotique des solutions 
du système indiqué dans le cas général. 


» . 


3.9. Systèmes à singularités mobiles. Considérons l'équation ma- 
tricielle 


e"o (x, e) Ÿ' — À (x, &)Y, (31) 


où est une fonction scalaire, k une constante, Ÿ et À des matrices 
carrées d'ordre nr. Le système (31) présente des singularités aux 
points où @ (x, e) — 0. Un exemple type nous est fourni par le système 


eh (x +e)Y” = À (x) Y. (32) 


La représentation asymptotique des solutions de ce système pour 
h — 0 est étudiée dans [21] dans le cas de fonctions matricielles 
À (x) non analytiques. 

Introduisons les notations: U et V sont les disques | zx | &< zx, et 
| e | SL €, des plans de zx et € complexes ; S (x,, &, B)et S (e,, &, B) 
les intersections de UX {0} et VX {0} respectivement avec les sec- 
teurs à << Argr<hpeta< Arge<f, VU, eUet V,E V des 
domaines ouverts tels que 0 € [U,Ïl et OE[V,l. On admet que les 
nombres z, > 0, e, > 0 et les domaines U,, V, sont assez petits. 
Supposons satisfaites les conditions: 


22* 


340 ÉQUATIONS ET SYSTÈMES D'ORDRE n (CH. V 


1) La fonction œ (x, e) est holomorphe pour (x, e) EU X V, 
q (x, 0) 0, y (x, 0) Æ 0 pour (x, &) EU, X V 

2) La fonction matricielle À (x, e) est holomorphe pour (x, e) € 
EU XS (e,, &, B) et se développe en une série asymptotique de la 
forme (24) lorsque e 0, & ES (e,, «, B). 

3) Les valeurs propres p1, ..., p\ de la matrice À (0, 0) se 
scindent en deux groupes : M, = {p,, . .., pa} et Ms = {Pau - .. 

.…, Pn} tels que p;  p1 pour p; E M, et pi E Me. 

4) Il existe un point a € [U,] et une famille de courbes régulières 

simples 


Yr:t=t(s, x), t(0, x) = 0, t(1, zx) = a, 


continues par rapport à z € [U,]l et contenues dans [U,], telles que 
t, (sx, x) = x en un certain point de y... 

Grâce à la condition 3) on peut admettre que la matrice À (x, 0) 
est réduite à la forme diagonale par blocs (21). Notons 


Pi =P;—Pn PEM:x, pmE M, 
Ÿ= Arg(pynt:)— Arg(e"q(t, &)). 


Indiquons deux procédés de réduction du système (31). 


I. À > 1 est un entier. Supposons qu'il existe un Ô, 0 << ô << x/2, 
tel que 1 soit situé sur l'un des segments 


1h =[—13/2+0<+2nm, x1/2 —6 +2nml], 
In =17/2+06+2nm, 3x/2— 6Ô + 21m], 


où m — 0, +1, ..., lorsque 14 € V,, & € V4. 
Il existe alors une transformation de la forme (19) qui ramène le 
système (31) à la forme diagonale par blocs 


B,(x, €) (® 
0 B, (x, A ! 


où B (x, 0) — À (x, 0). Les fonctions matricielles T (x, e) et B (x, €) 
sont douées des propriétés suivantes : 

1) T (x,e)et B (x, e) sont holomorphes pour (x, &) E U, X Viet 
continues pour (x, €) E[U, X Vol. 

2) T (x, e)et B (x, e) se développent en séries asymptotiques de 
la forme (28) lorsque e —+ 0, & € V,, uniformément en x E [U,]. 

3) Pour x E [U,.l et det T, (x) 0, les fonctions matricielles 
B, (x) et T,(x), r — 0, 1, ..., sont holomorphes par rapport à 
z ES (xs, &, B) et se développent dans ce secteur en séries asympto- 
tiques entières de x lorsque x —+ 0. 


[T. Soient À — œ (0, 0) = æ; (0, 0) — 0 et m la multiplicité du 
zéro (x — 0) de la fonction æ (x, 0), 0 < B — à < r/(m — 1). Sup- 


ez — B(x, e)z, B— | (33) 
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posons qu’il existe un 56, 0 << s, << 1, tel que les valeurs de la fonc- 
tion w soient situées sur l'un des segments 77 et 1}, lorsque { — 
= t(s, x), 0<L<sSs<S. 

Il existe alors une transformation (19) ramenant le système (31) à 
la forme (33) et les fonctions matricielles T (x, e) et B (x, e) possèdent 
les propriétés énumérées ci-dessus. 

Un exemple élémentaire nous est fourni par le système 


(—e)Y'= AY, AZ. 


Pour e 0 ce système admet deux points singuliers réguliers x — 
= +VŸe qui fusionnent en le point singulier irrégulier x — 0 lors- 
que € —+ (0. 


Remarque. Les conditions imposées à la fonction œ@ expriment 
que pour tout point x € [U,] il existe une matrice de chemins cano- 
niques d’origine zx — 0 ou x = «a. 


Les résultats mentionnés au n° 3.5 ont été établis dans [72]. 


4. Méthode de l'opérateur canonique de Maslov. Les résultats 
cités dans ce numéro sont dus à V. Maslov et sont des applications 
particulières de la méthode de l'opérateur canonique développée par 
lui [22, 23]. Considérons l’équation 


2 1 
Ly=L{x, +D; —)y=0, (34) 


où À > 0 est un grand paramètre, 


n—1 
n | 
L (x, D ; E) = p + Y Anh (Ls €) p”, ET: 


R=0 


La fonction Z s'appelle À-symbole de l'opérateur L, la fonction 
L9 (x, p) = L (x, p; 0), À-symbole principal. 

Les coefficients de l'équation (31) satisfont la condition A du 
n° 1. On adopte ici les notations de R. Feynman: les chiffres 1 et 2 
indiquent l’ordre d'action des opérateurs de multiplication par les 
fonctions de x et de dérivation. Par exemple, si L — xp,ona 


| 
LE Ljunstu 2 ve Len 
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4.1. Passage à la p-représentation. Introduisons la À-transfor- 
mation de Fourier 


Fast @)}(D= V2 il f (æ) exp {—ihpz} dr, 


(Fr p-xg (p)} (x) = V — — (et) exp {iAxp} dp, 


où Vi=eirs, V—i=e-ins, Alors 
2 4 4 " 1 d 2? 
r (> . 1 TT 1 4 . 
Fish (sp se) Fira=leLl(-, pie). 
Si les coefficients de l'opérateur Z sont des polynômes de zx, l’opé- 


rateur L est différentiel. En général, L est pseudo-différentiel. 

On cherchera une solution asymptotique formelle de l’équation 
(31) sous forme de la transformée de Fourier d’une exponentielle 
multipliée par une série asymptotique de €: 


y=Fiy, y=exp {iAS(p)}p(p, €), 


de sorte que Ly=0. Si S est une fonction réelle et (p) une fonc- 
tion à support borné, on a le développement asymptotique [23] 


L {exp {AS (p)} p(p)1= exp {iàS (p)} {Lp+ 


+29 +(+ LsxS” — Lip) p+Lep|+.. }, 


où les valeurs du symbole Z et de ses dérivées sont calculées au 
point (—S”(p), p ; 0). Pour la fonction S on obtient l'équation 


L°(—S"p), p) = 0. 
4.2. Structure des racines. Supposons que le symbole principal L°9 
de l'opérateur L est réel et que l’équation 
L° (x, p) = 0 (35) 


définit une courbe différentiable FT sur le plan (x, p), de sorte que 
grad 2° Æ 0 sur l'. Si le point r, = (x,, Po) € F, x, est un point de 
retour si et seulement si la tangente à l'en r, est parallèle à l’axe des 
p. Comme Le (xs, Po) & 0, il existe un entier k, 1 < k < n, tel que 


4L9 4 \h-1 9 \À 
== (5) L=0, (5) 1020 (36) 


au point r,. Si À — 2, le point de retour zx, est simple. 
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Dans un petit voisinage du point r, la courbe F° est définie par 
l'équation z = zx (p), où x (p) est une fonction de classe C” pour les 
petits [p—plet 

T(p)—20— a(p+Po), PP a #0. 


Remarquons que À + 1 racines p; (x) de l’équation caractéristi- 
que (35) sont confondues au point de retour z,. 


Remarque. Dans un petit voisinage du point r,, le changement de 


variables p = Po + Ÿ (x, p), ZT =1— x, permet de ramener le sym- 
bole principal à la forme 


L°(x, p}=(p#+z)Li(x, p), Li(0, 0) #0. 


La fonction (x, p) est de classe C” pour les petits | x — x, |, 
| p — po |, réelle pour les x et p réels et holomorphe par rapport à p 
pour zx fixe. 


4.3. Représentation asymptotique des solutions. Supposons que 


z9 = 0 et L = L(x, p). La fonction n (p) est de classe CG (R), 
n (p) = 1 au voisinage du point p, — 0 et le support de la fonction 
p 


n (p) est assez petit. Posons S (p) — — | x (p')dp'. L'équation (34) 


0 
admet une solution asymptotique formelle y de la forme 


y(r, À)=— / __ ï EXP {ir [px — ( z(p')dp'| — 
0 0 


1 


7 9 


Lx (zx (p'}, P') , ’ /\1-1/2 
nn dp'}ILe(z(p'), PV > 


Sr 


< [+3 (5) qu(p)]n(p)dp. (37) 


Les fonctions @,, . .., @n peuvent être déterminées à partir d’une 
suite d'équations récurrentielles de la forme 


, 1 " 
— Liph + (—5 Las + Len) Pr = f (Por ...s Pr-1)- 


La formule (37) est l’analogue de la formule (7) du $ 1 en termes de 
p-représentation. L'existence d’une solution admettant un dévelop- 
pement asymptotique de la forme (37) est prouvée rigoureusement 
pour k — n (cf. n° 6). 

Le comportement de la solution y dépend essentiellement de la 
parité du nombre #. Supposons que L, << 0, (9/8p}*L > 0 au point 
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(0, po) pour fixer les idées, et que ô > 0 est assez petit. Si k est im- 
pair, l’intégrale de (37) possède pour les petits | x | un seul point 
de phase stationnaire réel qui se détermine à partir de l'équation 
x = x (p) de la courbe F, et pour |x | > Ô, À —+ +, 


y(z, À) = A(x) exp {i | p(t) dt+c} [1 +0 (A"1)], 
0 


où c est une constante, de sorte que la solution oscille de part et 
d’autre du point de retour. Au point de retour même, on a 


y(0, À) aat/2 EH GEO, 


de sorte que y (0, À) — œ lorsque À —> +0. L'équation (34) admet 
aussi la solution y (x, À). 
Si k est pair, il existe deux points stationnaires réels p — p, (x) 
et p — p, (x) pour x >ô et 
P ;(x) 


y(z, à)= D 4j(x) exp {à | p{)dt}+O(X). 
J=1 0 


Pour z € 0 il n’existe pas de points stationnaires réels, de sorte que 
y (z À) = O (À-©), À— +oo, x L —6ô. La solution y (x, À) peut 
être choisie réelle. La représentation asymptotique de y (0, À) est 
de la même forme que pour k impair. Un exemple modele nous est 
fourni par l'équation 


1 d \À 
(+ +) y—zy =0 
(cf. remarque du n° 4.2 ainsi que du n° 6.2). 


5. Points de retour des systèmes auto-adjoints. La méthode dé- 
veloppée dans ce numéro est due à V. Koutchérenko [88]. 


5.1. Système d'équations du premier ordre. Considérons le systè- 
me (1) sur l'intervalle 7 — [a, b]. La fonction matricielle À (zx, €) 
satisfait la condition C du n° 4 pour x El, eE J — [0,e,l. On ad- 
mettra que la matrice À, (x) est antihermitienne pour tous les x € J, 
c'est-à-dire que AS (x) — —A,(x), où A% (x) = AT (x), et que le 
système (1) possède un seul point de retour sur l'intervalle 7, a 
<< zo << b. Supposons qu’en ce point sont confondues exactement 
deux valeurs propres de la matrice À, (x): 


Pi (To) = P2(%0) = Por P3(Xo) Æ Pa (Xo); (38) 
Pi(C) Æ Po ji, kKN, j FR. 
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Les valeurs propres de la matrice À, (x) sont imaginaires pures ; 
notons p; (x) = iq; (x). Les fonctions g; (x) sont réelles et q; (x) € 
€ C°® (1) pour tous les j. Il existe une base {e, (x), . .., e, (r)} com- 
posée de vecteurs propres orthonormés de la matrice À, (x) qui sont 
de classe C” (7). La matrice T, (x) — (e, (x), . . ., e, (x)) est uni- 
taire et ramène la matrice À, (x) à la forme diagonale. La transfor- 
mation y — 7, (x) z ramène le système (1) à la forme 

ez —(A(zx)+eB(x, &))z, (39) 


B(x)=Ee"T;" (x) Ao(x, E)— 49(2)] To(x)— Ti (x) To (x). 
Considérons le cas élémentaire 
Pi (To) Æ Pa (To) (40) 


Cette condition est stable pour les petites perturbations des coeffi- 
cients du système (1) préservant l’antihermiticité de la matrice 
A, (x). Supposons que x, — 0 et I = [—a, al, a > 0. 


Remarque. Si nr — 2, la courbe F: det (pl — À, (x)) = 0 se 
scinde en deux courbes différentiables p — p, (x), p — p2 (x), qui 
se coupent ou sont tangentes au point x,. C’est pourquoi l n'est pas 
une courbe différentiable et les résultats du n° 4 ne s'appliquent pas 
à de tels points de retour. 


9.2. Système de deux équations. Supposons que le système (1) est 
réduit à la forme (39), de sorte qu'il est de la forme 


-Y1 = ÀP; (x) Yi+ 011 (x, E)yi+ dis (X, €) Yo, 
Ya = APa(T) Ya + bai (Z, €) Yi bo2(T, €) Yo. 


Comme p, (0) — p. (0), le systeme n’admet pas de diagonalisation 
asymptotique ($ 4, n° 1.3). Faisons le changement 


(41) 


y; —= exp {à À ste) at + | b;;(t, &) dt} 25, j—=1, 2, 
0 0 


et remplaçons le système obtenu par le système d’équations inté- 
grales 
x 


z2=c+Kz, (Kz)(x)= | K(z, t, À)z(t)dt, (42) 
() 
0 byi(t, e)exp {AH} 
KG D, ( Dept 0 4 


S(t, z)=û [ln(n—g(ridr, Si(e, 2)= | Ib(r)—b, (dr, 
{ t 
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où H—inS (4, x) + Sift, x), 2 = (21, 2)”, © = (c1, ce)" et c; sont 
des constantes. 

La norme || À (x, t, À) || du noyau de l'opérateur Æ est d'ordre 
© (1) pour tout À >> 0, puisque les fonctions q, (x) et qg. (x) sont réel- 
les. On peut déduire de l'équation (42) une équation à petit noyau 
en la mettant sous la forme 


z—=c+ Kc + K*z. (44) 


Ici Æ*° est un opérateur intégral: 
(K?2) (x) — | K,(z,t, À)z(t) dt, 
L 


où X, est une matrice diagonale d'éléments diagonaux 


x 


: — V2; (£, €) | bia (T, €) exp {iA [S (T, t) + S'(T, z)] + S, (T, t)} dt, 
t 


(45) 


x 


P2 = Dya(f, €) | bat, e)exp{—iklS (t, t)+S(t, r)]—S,(x, t)} dr. 


L 


Comme p, (x) # p,. (x) pour x El, zxÆ0, on a lim œ; =0 en 
à 


raison de l’oscillation rapide de l’exponentielle. Si la condition (40) 
est satisfaite, la méthode de phase stationnaire permet d'obtenir la 
majoration 


lp;(é, x, AJJ&cÀ 1/2, 151, 


où la constante c est indépendante de {, x € I. 

Indiquons les formules asymptotiques des solutions. Posons c — 
— (4, O)T; alors z—c+ Ke + K°c + O (A1). Une analyse plus 
approfondie montre que Æ*c — O (À-!/*), de sorte que 


20 = (0, [exp{—iaS(e, 2)—Si(t, z)}bu(t, €) dt} +0(1), 
0 
| (46) 


22) — (( exp{ilS(t, x)+S,(t, x)}bi(t, €) dt, 0} +o(x12), 
0 
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où |[O (=) |LcÀt* pour À >’, x E I. Les intégrales de (46) 
ne peuvent pratiquement plus être simplifiées ; au mieux on peut 
les exprimer au moyen de l'intégrale de Fresnel 


(zx) — | ei dt 
0 


(cf. [8]). Mais si l’on s'éloigne du point de retour, on peut déterminer 
la représentation asymptotique des intégrales à l’aide de la méthode 
de la phase stationnaire. Supposons que & >> 0 est fixe; on peut 
choisir & aussi petit que l’on veut mais indépendant de À. Le systè- 
me (41) admet alors un système fondamental de solutions tel que 
pour À—> to, El, |x|>a 


Ge, D=exp{a | p,()at+ À b(, O)t}1f,+0(-13), 121,2, 
0 0 
- 


T inô/4 T 
= (1 y poor 221(0, 0)er?/ sgnz\ 
f=(y/ 


= ..  &?) 
—__—_————— —in0/4 
2 |p{ (0) — ps (0) bi2(0, 0)e senz, 1} ’ 


ô = sgn [q, (0) — g, (0)1. 


On rappelle que les racines p; (x) sont imaginaires pures. La ma- 
trice 7, (x) étant unitaire, la matrice 75'(x) T’ (x) est antihermi- 
tienne. Si À est indépendant de e, les éléments b,, (x) et b.. (x) sont 
imaginaires purs, be, (x) — —b,, (x) et (fia — —(fohs- 

L'application de la méthode des approximations successives à 
l'équation (44) et de la méthode de la phase stationnaire nous permet 
d'obtenir la représentation asymptotique des solutions du système (1). 
Cette procédure est valable aussi dans le cas où la fonction p, (x) — 
— P2 (x) admet un zéro d'ordre fini quelconque au point de retour 
zx, Ce cas n’est toutefois pas stable pour les petites perturbations 
des coefficients du système. 


9.3. Système de n équations. La transformation (19), où T (x, €) 
est de la forme (23), permet de ramener le système (1) pour x € Ja 
la forme diagonale par blocs (22), où 


Pix) 0 S 
— 1 k 
B,(x, €) = | 0 p " + 2 e"B,(x), 


N 
B:(x, e)=A(x)+ 2 e"Au (x) 
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et A4 (x) sont des matrices diagonales. Le système (1) admet des so- 
lutions y: (x, €), . . ., yh (x, e) de la forme (8), $ 2, et la représen- 
tation asymptotique des solutions y, (x, e) se détermine à partir 
du système ey” — B, (x, &). 

Supposons que x, est point de concours de quelques racines, c’est- 
à-dire que pi (To) — - - + —= Pr (To) = Pos P5 &o) À Pi Co) 1 FL 
1<j,1<k, les autres racines étant distinctes entre elles et de p,. 
La méthode développée ci-dessus est valable dans ce cas aussi, puis- 
que le noyau de l’opérateur Æ*° est de l’ordre © (À-!/*) pour À > 1. 


Remarque. Supposons que toutes les valeurs propres de la matrice 
A, (x) sont imaginaires pures pour x € Z et qu'il existe une base 
{e, (x), - - ., e, (x)} de classe C° (7) formée de vecteurs propres de 
cette matrice. Le système (1) est alors justiciable des résultats ci- 
dessus. 


9.4. Système d'équations du second ordre. Considérons le système 

de nr équations 

y" +MA(z, K')y=0 (48) 
de matrice hermitienne À, (x) = À (x, 0). Supposons que la fonc- 
tion matricielle À (x, &), e — À}, satisfait la condition C du n° 1 
et que les valeurs propres p; (x) de la matrice À, (x) sont strictement 
positives : 

Pi(7)>0, zx€eI, 1<j<n. 


Supposons que l'intervalle 7 contient un seul point de retour x,, 
a << zo << b, et que sont satisfaites les conditions (38), (40). On ad- 
mettra également que x, — 0, 1 — [—a, al. Le système (48) est 
équivalent au système de 27 équations 


z 0 I z 
| 2 [lu e) | Le] 


qui satisfait les conditions de la remarque du n° 4.2. Ici O et Z sont 
les matrices nulle et unité d'ordre n. 

Supposons que la matrice T, (x) ramène la matrice À, (x) à la 
forme diagonale A (x). En posant 


z Ty (x) To (x) 
ere ro oVre -rovro) © 
on obtient le système 
ew’ + A,(z)w+eB(x, e)w—=0, (50) 


, Biz, e)—B,(z)+B;(x, e), 
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L A1 , 1 —T À mi , I 1 


A I —I 

LAN (7) To (a) Ts (x) AV2(2) | _; | , (51) 
0 

A(z, e)— A(a) o TG 


Les notations adoptées sont les suivantes : si Cet C'; sont des matrices 
carrées d'ordre n, alors 


c E c.. Ce ed 
Cs Ci | LCC: CC, |’ 
VA (z)=diag (V Pix), -.., V pn(x)), 
et les racines sont toutes arithmétiques. On remarquera que 
diag B, (x) = diag (Ts* (x) T’(x)]. 


D’après la condition (38) il suffit d'envisager un système (48) de 
deux équations. Notons 


B;(x, e)=e"'T"'(x) | 


w;(x, À) — 2 


t T 
exp 4 iÀ t)dt— | uh(t)dt}, 
= SP | #60 | #50) } 


u(r)=—p(T) = Vpn), L(z)=—m(z)=V px), (52) 
pt (x) =[B,(z)+ B2(z, 0)ly- 


Le système (49) admet un système fondamental de solutions de la 
forme | 


w;(zx, 2)=w;(x, À) 5 + K5f3 +0 (X1)1, (53) 
où f; est un vecteur de composantes 6;,, X, l'opérateur intégral: 


(Æ jh (x) = | exp {ià Er Ce) — 3 (7) de + 


+ | [u{ (tx) — nt (x)] ar} (B:()+ B(t, 0)wl dt, 
t 


Bi(t)= Bi (t)— diag B, (t), 


la matrice B, (£, O0) se définit de façon analogue. 
Ces formules se simplifient à l'extérieur d’un certain voisinage 
du point de retour. Supposons que ô >> 0 est fixé ; on peut le choisir 
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aussi petit que l’on veut mais indépendant de &. Limitons-nous pour 
simplifier au cas où la matrice À (x, €) est indépendante de & et po- 
sons 


= sgn [p, (0) — p, (0)], (54) 
a= — p,(0) VE eiro/ñe; (0) e; (0) sgn x. 


Lorsque À + + c,|zr|=>6, le système (48) admet un système fonda- 
mental de solutions de la forme 


1 Ta — | 
pa = exp {#7 | V p,@) &t— 
_— | et (£) ei (e dt} [ei (x) + 7e (&)+0 {1 |, 
Ya (x, À) = -——— exp {a | Î V p2 (0) dt — et (t) ei (1) dt} * 
0 


«lea +00], (65) 


Ya(x, À) = yi(x, À), y, (x, À) = Yo (x, À). (56) 


Les majorations des résidus sont uniformes en xE£€l, |x| > Ô 
et la représentation asymptotique (55) est dérivable par rapport à 
zx et à À. 


6. Points de retour de l'équation d’Airy généralisée perturbée. 
L'équation 
y) — xy — 0, (57) 


où nr => 3, s'appelle équation d'Airy généralisée et ses solutions, fonc- 
tions d'Airy généralisées ou distributions d’'Airy. Dans ce numéro on 
cite les résultats établis dans [130] sur la représentation asymptotique 
d’un système fondamental de solutions du système (1) et de l’équa- 
tion (2) dans un voisinage complexe complet du point de retour dans 
le cas où le symbole principal est proche du symbole © = p" — x 
pour les petits | x |. 


6.1. Structure des racines. Considérons le système (1) où la fonc- 
tion matricielle À (x, €) est holomorphe par rapport à x et € pour 
[Ix|I<r, 0<Le<e, et se développe en la série asymptotique 


A(x, e)= À À,(z)er, e +0, 
r=0 
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uniforme en x, [x |<r. Les nombres r > 0 et e, >> 0 sont sup- 
posés assez petits. 


6.2. Structure des racines. Supposons que la matrice A, (0) admet 
une forme normale de Jordan: 


0 1 O0 
A@=| ©: 2 » 
o (0) — . 1e az det 4o(2) |x-o=(—1)"1. (58) 
0 Q 


Le symbole principal du système (1) est alors de la forme 
(x, p)}=(—1)"{p"+zas (x) pt+ ... + rai (x) p—x +0 (x)], 
où les fonctions a; (x) sont holomorphes pour | x | r, de sorte que 


D(x, p)}=p"—-z+O(|z|°+]zpl) 


pour les petits | x |, | p |. L’équation E (x, p) — 0 définit pour les 
petits | x | et | p | une variété analytique complexe à une dimension 
F dans l’espace complexe à deux dimensions C; X C;. 

Les valeurs propres p; (x) de la matrice À, (x) sont de la forme 


pi(z)= of txt" ap, (xt), 1<j<En, 


où w—eZti/* et les fonctions p;(t) sont holomorphes pour |{|1< 
< ri, Ld e e e 4 e 

Au n° 4 on a montré que les conditions imposées au point de re- 
tour x = 0 étaient génériques. 


6.3. Développement extérieur. Le développement asymptotique des 
solutions du système (1) s'obtient à l’aide de la méthode de raccorde- 
ment des développements asymptotiques dont le principe est le suivant. 
On construit deux types distincts de développements asymptotiques, 
l'un extérieur, l’autre intérieur. Le développement extérieur est 
valable dans la couronne K,: 0<6,(e) 1x | Lr qui ne con- 
tient pas le point de retour, le développement intérieur, dans un voi- 
sinage du point de retour X,: [x | & ô, (e). Pour 0 < e «1 les 
domaines À, et À, se recouvrent, ce qui permet d'établir un lien 
entre les développements asymptotiques extérieur et intérieur (ou, 
selon l'usage, de raccorder ces développements). La méthode de 
raccordement est largement utilisée en théorie asymptotique des 
équations différentielles ordinaires linéaires et non linéaires et des 
équations aux dérivées partielles. 
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Le développement extérieur est de la même forme que le déve- 
loppement asymptotique du $ 2. Soit S (6,, 0.) le secteur 


IzISr, 0,<Argz<6:, 60 —0,< nn/(n +1). 
Notons 
À (x) = diag (Pi (x), .….. Pn (x)), (59) 
Q(t)=diag(1,t,...,t"-1), oœ—=eitin, 


Le système (1) admet une matrice fondamentale de la forme 


Y'(z,e)=Q (xt/") [e-t/#1) zin]u-n)/2Y (x, e)exp + | A (t) dt} , (60) 
0 


et l’on a la majoration 


IP e)lISe, lettre, rES(B, 8), O<eses (61) 
Par ailleurs, 


Ÿ (z, EE) =U(z,e)eB®), ee +0, 


où B(e) est une matrice diagonale et 


B (e) = 2 Be", U(x,e)=— > U,(x"")[ez-C#rj (62) 


lorsque € +0, ex-("*09/% % 0. Les matrices U, (t) sont holomor- 
phes pour | {|<r!/7, 


1 "71 CRC) on 1-1) 


6.4. Développement intérieur. Introduisons la variable endogène 
s= re "/M#4), 
et soit Z le secteur 
| Args|<nx/2(n+1) sin est impair, 
— n/2< Args<(n—1)r/2(n+1) si r est pair, 


Q( = 9 (0) sr, (63) 


la matrice Q étant définie par la formule (59). 
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Le système (1) admet une matrice fondamentale de la forme 


Z (x, e)= Q (et/0+151/7)4-0)/07) Z (x, ee, |s]>s>0, 
Z (x, €) = Z(x, e)eQs), |[s|<s,, 
et l'on a la majoration 
IZ(x, Je, Is1>so Ie CSP TK, 0<e<e, sEZ. 
(65) 


(64) 


Par ailleurs, 
Z (z, e)=V(s, €) ste), 


où D(e) est une matrice diagonale, et l’on a les développements 
asymptotiques 


D(e)= ÿ; D,e'/("#1), 
rm 


Vs e)= D Vs) fever (66) 


lorsque > 0, |s|Zs, sEZ, et/(#147+2/8 D (0. Les matrices 
V,(s) admettent le développement asymptotique 


Ve (5)= 2 V,s-vr, S—+ 00, SsEZ, Vo=U,(0). 


6.5. Raccordement des développements asymptotiques. Choisissons 
le secteur $ de telle sorte que ses rayons frontières soient situés à 
l’intérieur du secteur Z. On peut poser 


8, — —men +0 —6, pour r impair, 
= —+6, Or - Ô pour nr pair, 


où 60 est assez petit, et admettre que 8,<Argr<6.. 
Y et Z étant des matrices fondamentales du système (1), on a 


Y(z,e)=2Z(x, e)T'(e), 


où la matrice F (e) est indépendante de x. Les domaines d'applica- 
bilité des développements extérieur et intérieur se recouvrent, puis- 
qu’ils sont tous deux valables pour 


en/uH) [xl € gn/(n+2) 
23—01011 
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Dans cette zone on peut les raccorder. Introduisons le domaine 
intérieur  S,:|et/"+#1)sx(sNn+2)/n | L n, le domaine extérieur 
Se:|er #1 [<E et le domaine intermédiaire S, = 8, A Se, où 
__g=n/(n+1) n+2, n+1 
So—=Ë0 + €o<Eo M »; 
x(D=1, 1s1>50 X()=0, |51<. 


Si les nombres &, >> 0 et & >> 0 sont assez petits, on a les formu- 
les de raccordement pour j, k—1,...,n: 


… SL (z, €) [Var (x, E)+ Ur (z, €)], (x, ë) ES rm 
Van (se) = Zn (TZ E)+hn(ze), (x, e)E (SN Sim)» 


où y (7, e) — 0 (eN) lorsque £ +0, (x, e)ES, et pour tout NW. 
Les éléments y,,(E) admettent le développement asymptotique 


Van (€) = €" xx +D Ÿ Van, re 9, e + +0, (67) 
r=0 


où byx(e) sont les éléments diagonaux de la matrice B (e) de (62). 
6.6. Réduction du système (1) pour n pair. Soit S, le secteur 
| z | Zo n+É<Arge<n +6, 


où 6 => 0 peut être choisi aussi petit que l’on veut. Il existe”alors 
une transformation (19) ramenant le système (1) à la forme 


0 1 0... 07 
0 O0 1... 0 

ez’— Ap(x)z, Ao(z)=|l * 
0 0 O0 ...'1 
z 0 O. 


La matrice 7 (x, e) se développe en une série asymptotique (28) 
lorsque € —> +0 uniformément en x ES, et est holomorphe par 
rapport à x et & pour rES et 0e < e,. Les coefficients du dé- 
veloppement asymptotique se déterminent à partir de l'identité 
formelle 

adT 


€—— — Ao(2) T—TA (x, €) 


pour la série formelle (28). 
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7. Systèmes quasi diagonaux. Considérons le système (1) où la 
fonction matricielle À (x, e) est holomorphe par rapport à x et e pour 
|r|Szo 0<lel<Ken |Argei S, &0>0, >0, 6,50 

(68) 
et satisfait les conditions: 


1) I existe une matrice 7 (x) holomorphe et régulière pour | z | < 
< zx, telle que 


T1 (x) A (x) T (x) = diag (pi (x), . .., Pn (x). 

2) Si les valeurs propres p, (x), ..., p, (x) de la matrice À, (x) 
sont toutes distinctes, alors p; (x) — 2p; (x), 1<j<Lk,oùg>1 
est un entier, les fonctions P; (x) sont holomorphes pour |z| << 
et p; (0) sont tous distincts. Ici 4, (x) = À (x, 0), 

Supposons que S est le secteur | Argz—al|<B, 0O<B< 
< x/(2 (q + 1)), « est réel et les nombres x,, e, et 6, sont assez petits. 


On a montré dans [91] que le système (1) admet une matrice fonda- 
mentale de la forme 


Y (x,e)=U(x,e)exp e | A, (1) dt } 
0 
et que 


U (x, e) — ÿ U,(xz,e)e”/9*9, eg +0, 


r=0 


uniformémentenzetesiz € Setzx, e appartiennent au domaine (68). 
Par ailleurs 


N 
U(x, e)— D» U,(z, e)e/*9=0 (y (e)" +1), 
a 


y (e) == et/(2+1) (In e)91a/?, 


où 6,4 est le symbole de Kronecker. 
Les deux conditions 1) et 2) sont remplies si, en particulier, la 
matrice À, (x) est antihermitienne pour les z réels (cf. n° 5). 


8. Equation de Turritin. L’équation 
Z'yCD — x y = 0, (69) 
où m est un nombre complexe quelconque, s'appelle équation de 
Turritin. Pour m = 0 c’est une équation d’'Euler. Plus bas on admet 


que m = 0. Pour nr = 2 les solutions de l'équation (69) s'expriment 
au moyen des fonctions de Bessel ; pour m — 3, en particulier, ses 


23* 
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solutions sont des fonctions d’Airy. Pour m = n + 1, l'équation (69) 
est une équation d'Airy généralisée. 

Les solutions de l'équation (6%) s'expriment au moyen des G- 
fonctions de Meyer {11] (les généralisations de la série hypergéomé- 
trique) dont la représentation asymptotique est peu étudiée. Nous 
suivons plus bas l'exposé du travail [47]. 


8.1. Représentations intégrales et séries. Soit dans le plan de la 
variable complexe # le contour € composé du demi-axe ]+ oo —ia, 
w — ia], de l'intervalle [w — ia, w + ia] et du demi-axe [u + ia, 


+ oof, où 
a>(n—1)|In|, w< Re (©). w <0. 


Posons 


P;(t)= (T r US tr Tl (s—L)}" m"le-int, 
k=0 


1=0,1,...,n—1, 
1 


p(t)= Il r (+1) m''le-rint 


k=0 
Les fonctions 
1 mm 
= 7x | 90e" dt, y (6) = (9 (t)z tdt 


C 
sont alors solutions de | équation De et se développent en séries 


Yy (x) = —<e tijlmm-"3/m x) S (TI r (1 + v + ÈS <)}" m-MVrnv, 
v=0 k=0 
(70) 
convergentes pour z*=Æ0. La branche 
2" —exp{mt{ln|x|+iArgz]} 
dépend du choix de Arg x. La formule (70) donne la représentation 
asymptotique des solutions lorsque x — 0. 


Les solutions y, (x), . . ., yn-, (x) sont linéairement indépendan- 
tes pour m ZÆ0, +1, +2, ..., H(n — 1). Supposons que 
m=+1, +2,...,+(n—1). (71) 


Introduisons les fonctions 


n—-i 


Pjn (£) = {l IT r 1 ++) {sin x (2) mole-nich+ilt, 
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où j, k sont des entiers tels que 
OSh|m|+j<n—1, 0O<Sh<Lnr—1, 0OLj<]m|—1. (72) 


Les fonctions 


23 


an (o) = | Pan () 7°! dt (73 
. C 


forment un système fondamental de solutions de l'équation (69) et 
se développent en séries convergeant pour 7" = 0: 


R co 
pp (= — 2 Un (mar) 2 a, (j, ) m5, 
= V—= 
div (a h) — 


l 

_— 1 h-im-nv-nji/mp-ji(k+1)Ti/m (2ni)” (A+1) 1-3) 

 (A—I) tm € à uI(I—p)! By fs (v), 
u=0 


où B%*!? sont des nombres de Bernoulli d'ordre h+1, 
ñn-1 
Dh NV=t 
f@= {1 (14420) 
k=—0 


En particulier, y;o — yy (x). 
Indiquons quelques propriétés des solutions de l'équation (69). 
Posons 


O = erñi/m, OZ — e2ria/m. (74) 


1. Si y(zx) est une solution, il en est de même de y(wx). 
2. Si m n’est pas de la forme (71), alors 


yi(z)=œy;(zo PP), p=0, +1, +2,..., j—=0,1,...,n—1. 


(15) 
3. Si m est de la forme (71), alors 
R 
an (a)= 2 C3 (2) 057, na (zur) (76) 
qg—= 


4. Toutes les solutions y;, (x) s'expriment en fonction de la solu- 
tion y (x) : 
n—h-1 n 
ÿm@)= À «0 k)y (ut), 
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les constantes c,(j, k) se déduisant des relations 


n-h-1 n-i 
D, CR h)z* = ci (j, h) [[ (—zo"*), 
k=0 k=0 


Cofjs h) = (2ni)-"(—2i)"*texp {pe —; (h + 1) | +} ’ 
Enr (A) = (— 2% (25) exp {[ 5 (+1 —MEDT HE) 
L'accent prime indique que les facteurs de numéros k = }j, 


j+iml,...,j+hklm | sont omis. 


5. Les solutions y (x), y (&oTt), ..., y (zw-"*) forment un 
système fondamental. 


_ 8.2. Représentation asymptotique de la solution y (x). Tous les dé- 
veloppements asymptotiques de ce numéro lorsque | x” |—> œ sont 
uniformes en x, & est un nombre fixe, 0 << € << x. Pour 


[ti — oo, —n<Arg(m"z")<(2n+1)n 
on a le développement asymptotique 


y(x) =E(:)= 


= exp {x » (me-ntig")%mn [n-v2 (2n)("-1)/2 + » dir | | 
k=1 
1 1 1 
mn = g(n—1) (= —), (77) 
uniformément en Arg x. Les coefficients d,, d., . . . sont choisis de 
telle sorte que la série formelle E (x) vérifie l'équation (69). 
Les identités du n° 8.1 permettent d'exprimer la représentation 
asymptotique du système fondamental de solutions lorsque | x | — 


en fonction de celle de la solution y (x). Les solutions y (x), y (rw), .. 
.. q (zw-"*!) forment un système fondamental défini de façon 


unique par la condition : la solution d'indice j est asymptotiquement 
égale à E (zw””") pour 

[am] —> oo, —n+e<Arg(m"z oi) <L(2n Li1)n—e. 
Les constantes c4 (j, h) sont les multiplicateurs de Stokes du système 
fondamental de solutions {y,, (r)} par rapport au système fonda- 
mental {y; (zw-?)}, j = 0, 1, ..., nr — 1. Dans [47] on indique un 
autre système fondamental de solutions identique à celui envisagé 


précédemment par Turritin, mais les multiplicateurs de Stokes du 
système fondamental {y;, (x)} sont plus volumineux. 
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8.3. Représentation asymptotique: d’un système fondamental de so- 
lutions. Posons 


c— —n"(2i)t" "1/4, 


Indiquons les développements asymptotiques des solutions lorsque 
1x" | — © dans les secteurs mentionnés plus bas. Si m n'est pas de 

la forme (71), alors À — 0, j = 0, 4, ..., n — 1; si m est de la 

forme (71), j et hk sont des entiers satisfaisant les inégalités (72). 
osons 


a = Arg(m "x"). (78) 
1. Si —n+e<a<(2h+3)n—e, alors 
Ujh (x) — cc (—2i)" wo A+0/2E (z) + c (2i)" o(A+1)/2E (zw”*"1), 
à l'exception du cas m—+1, j—0, h=n—1. 
2. Si —rn+e<a<(h+i)n—e, alors 
Yyn (x) = c(—2i} wo /hHV2E (x). 
3. Si (hk+i)n+e<a<(2h+3)n—e, alors 
Yyn (x) = c(2i) @PHULE (zwo 1). 
4. Si (2p—1)r+e<a<(2p+3)n—e, alors 


yyn (x) = c (2i)" w(2P-h-1)/2 (? n ; | E (x6?) + w ; | E (zw"P1), 


où p est un entier, pS —1Â1 ou p>h+1. 
9. Si (22—1)n+e<a<(2p+1)r—e, alors 


Yyn (x) = c (2i)* (? h | @CP-hAY2E (ro P), 


où pestunentier, p <Ooup > hk + 1. 
Les constantes c; (j, h) sont les multiplicateurs de Stokes du sys- 
tème fondamental {y;;, (x)} par rapport au système fondamental 


{y (zw-?)}. Dans [47] le premier de ces systèmes fondamentaux est 
cité avec un autre pour lequel les multiplicateurs de Stokes sont ex- 
primés par des formules plus volumineuses. 


8.4. Distributions d'Airy. Considérons l'équation 
| y) — Ty = 0, 
de sorte que m — n + 1 dans l'équation de Turritin (69). Posons 


. 2p—1 | , 
Pp — m+i FT; p=0, + 1, +2, 
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et supposons que & >> 0 est petit mais fixe. Introduisons la fonction 


Ê (x) = (nr + 1)070/27+1) 2(172)/(27) A 


1 


n ann} [1 LS dr /n | , (79) 


k=! 


* exp { 


n 


qui diffère de E (x) par un facteur constant. Alors, pour | z | — oo, 


y5(z)=(p—1)exp{2pjni/ (n+1)}E(cexp{—2pni/m}) (80) 
dans les secteurs 
PTE ÂAIgI< Pp+17— Es 
de sorte que ces solutions se comportent comme des exponentielles. 
Dans les autres secteurs, c’est-à-dire dans de petits voisinages des 


rayons Arg z = >, les solutions y; (rx) se conduisent comme des 
sommes d’exponentielles. On a 


yy(x)=exp{i (2p—1) ni/ (n+1)} Ê(zexp{—2pai/ (n +1)}) + 
+ exp{j (2p + 1)ni/(n+1)}E(zexp{—2(p+1)ni/(n+1)}) (81) 


lorsque | z| — oo, |q—p,,,|<e. Sur le rayon p=—#®#,+, on a 
exp {(ze-2tip/n+n)n+/n} | = | exp {(re-2itp+2)/Cn+1))m#1)/2Y |, 
de sorte que les deux termes de la formule (81) ont le même ordre de 


croissance lorsque | z | —> et la solution y; (r) peut présenter une 
infinité de zéros au voisinage des rayons Ârg z = y. 


8.5. Distributions d'Airy de première espèce. Supposons que r — 
—= 2N est pair. M. Kohno [86] a introduit les fonctions Ai (z) qui 
pour rz = 2 sont confondues avec la fonction d’Airy (chap. IV, $ 1): 


Ai (= y À (1) (nr + 1)60/00 nu, (2), 
j=i 


.< k k— j on nm 
w(D=2i D {I T(m+1+-)f +1 (82) 
me0 hk=i 
j=1,2,...,n, 
où y et n; sont des constantes réelles, 


+ 1 (2n+1X1-n) 


(+) 77 (n+1) +0 qu sin Æ F', 


N-—1 


nor me mn = (241) [] (22427008 


hk=1 


PET +1). 
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Ces fonctions possèdent les propriétés suivantes : 

1) Supposons que les entiers k,, ...,k, sont distincts mod (7 + 1), 
o=exp {2ni/(n+1)}. Les fonctions Ai (@"/z), j 1, ...,n, forment 
alors un système fondamental de solutions et leur wronskien est 
égal à 


W=c...c I [sin (= #3 a) lexp {( AH + TE) x}, 


1<i<j<n 


cp= À (— 1) (re + 1j D 1, = Ait" (0). 


2) On a l'identité 


> Bx Ai (@7*z) — 


hk-1 
— k - | 1 
Bo = 1, B=—0" [I] sin (2 nTi a)|[sin 1 x , k>1. 
j=1 


3) Pour |z| — o la fonction Ai(z) est de la forme 


dz-("-1)/(2n) exp { — ET 29/00, } ({+e,), —21r<Argz<—n, 


7-1) exp {—— au) ({+e), —n<Argz<xr, 


dz"(n-1)/(2n) exp { _— 


3 genn/ nt À (Î+e,), —1<Argz< 2x, 


On = EXP {7}, 4 , — exp {=— 


$ 7. Problème de diffusion, invariants adiabatiques 
et problème aux valeurs propres 


ni}, e; = 0 (27 0*+0/7), 


1. Matrice de diffusion. Considérons le système de r équations 
y" + MA (x) y = 0, (1) 


où À=>>0 est un paramètre. Soient remplies les conditions : 
1) Les limites lim A (x) = À, existent et sont finies, les va- 


leurs propres pi (resp. P;) de la matrice À, (resp. 4) sont stric- 
tement positives et distinctes. 
2) A(z)EC?(R), A(z) — A+EL;,(J0, of), A(z)—4_(r)€ 
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Pour À >> 0 fixe, toute solution du système (1) peut alors être 
mise sous la forme 


y(x, à)= 47" exp{ià V Az} [b4 + Atei ]+ 
+ At exp{—iÀ V A_ x) [b_+ Ales ] — 
= Aÿexp{ii V Arzx}le, + te] + 
+ A; exp{— in VA, z}lc_+ Aer]. 


La matrice V À_ est semblable à une matrice diagonale d'éléments 
VPr:>0,...,V pr>0; les autres racines carrées des matrices se 
déterminent de façon analogue. Les vecteurs b, et c; dépendent 
seulement de À, | e; (x, À)| —>- 0 lorsque x ->— co et | ef (x, À) | 0 
lorsque z —> oo. On appelle matrice de diffusion (ou S-matrice) 
une matrice d'ordre 2n 


Si Sy C+ b,, | 
S— ls: :) hs: $ M ! @ 
où S ;, sont des matrices carrées d'ordre nr. La matrice de diffusion est 
indépendante du choix de la solution Ÿ et possède les propriétés 
suivantes : 
1. Si la matrice À (x) est hermitienne pour tous les x, la S-ma- 


trice est unitaire. 
2. Si la matrice À (x) est réelle pour tous les x, alors 


NE 
So: Si: 


Supposons remplies les conditions: 

3) La matrice À (x) est réelle et symétrique, ses valeurs propres 
sont strictement positives et distinctes pour tous les z € KR. 

4) Les éléments des matrices À (x) — À, et À (x) — ÀA- sont des 
fonctions douces ($ 6, n° 3.3) respectivement sur les demi-axes 
10, + cof et ]—oco, Of. 

Lorsque À —> oc, on a alors des formules de type (9) du $ 11, 
chap. Il: 


5) =exp {it | (V7 —VP)di+ 


0 


+ (VO -VH +3 ant}, 


sa(=0Q"), ji#l. 
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Si la fonction matricielle À (z) est holomorphe dans une bande de 
la forme IT : [Imz|<a, a > 0, et les conditions 1), 2) et 4), sa- 
tisfaites dans IT, alors les éléments non diagonaux de la S-matrice 
sont d'ordre OU (e-), c>Ù, À — + oo. 


2. Invariants adiabatiques du système (1). Sous les conditions 1) 
à 4) et pour À > 1, les équations (1) décrivent les oscillations d'un 
système composé d'oscillateurs linéaires faiblement liés dont les 
pulsations varient lentement dans le temps (chap. If, $ 11, n° 5). 
Soient {e, (x), . . .. e, (x)} une base orthonormale de vecteurs pro- 


pres réels de classe C° (R), y une solution du système (1). Les fonc- 
tions 


1 
Ja (es = 1 pa (a) (eu (a), y (+ (ex (2). y (D). 1SA En, 
> Vr, (x) 

(3) 
sont alors des invariants adiabatiques du système (1). La quantite 
Ji) = Ji(+ oo, À) —J3(— 00, À) 
s'appelle variation totale de l'invariant adiabatique. 

Soient yi des solutions du système (1) telles que 


y} = (pi) tSexp{ià V pi z}le;(+oo)+o(1)], x —>+00, 


et y; des solutions ayant le même comportement asymptotique lors- 

que z—> —o. Les solutions {yi. yi}et {y;, y;5}, 1< j Ln, for- 

ment deux systèmes fondamentaux et toute solution est de la forme 
y=Y"at + Ybt=Y-a +Ÿ-b., 


où a+ et b= sont des n-vecteurs et Ÿ * une matrice d'ordre n de colon- 
nes y> (x), . .., y (x), les autres matrices se définissant de façon 
analogue. Alors 


Ji (À) = 2 (axbk — axbr). (4) 


Si les conditions 1) à 4) sont satisfaites, J, (À) — O (À”) et 
J, (À) =0O(e-%), c>0, À — Loo, sous réserve que la matrice 
À (x) vérifie les conditions formulées à la fin du n° 1. 


3. Invariants adiabatiques de systèmes canoniques. Considérons 
le système de 2r équations 


ey — A(z)y, (9) 


où J,nA (x) est une matrice symétrique réelle (J., intervient dans 
le $ 4). Introduisons les conditions: 
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1) Les valeurs propres de la matrice À (x) sont distinctes et ima- 
ginaires pures pour tous les x, —oo < r & +0. 
2) Les limites lim À (x) — À, existent et sont finies, et les éle- 


X— + 00 
ments de la fonction matricielle 4° (x) sont des fonctions douces. 
Soient p; (x) les valeurs propres et e; (r) les vecteurs propres à 
droite de la matrice À (x). Numérotons-les de telle sorte que 


Pjtn (x) = — Dj (x) = Pj (x), Ej+n (x) — €; (x), 1<j<n, 


« 


et prenons les vecteurs propres à gauche de la forme eÿ (x) — e (x). 
Le système (5) admet x invariants adiabatiques indépendants 


__, (ety)(efu) : 

J,(zx, Dire s—=1,...,n, (6) 
qui sont réels si les solutions y le sont. Ces invariants sont en involu- 
tion, c’est-à-dire que les crochets de Poisson [J,, J.], rs, sont 
nuls. Sous les conditions 1), 2), les variations totales des invariants 
adiabatiques 


J,(e)=J,(+0,Ee)—J,(— 00, €) 


sont d’ordre O (£”) lorsque e —> +0. Signalons que la formule (4) 
est un cas particulier de la formule (6). L'article [133] passe en revue 
les travaux consacrés à la théorie des invariants adiabatiques. 


4. Problèmes aux valeurs propres. 


4.1. Problème sur un demi-axe. Considérons le système de nr équa- 
tions 


y = A (x) y (7) 
sur le demi-axe R*: x > 0 et posons la condition à la limite 
Uy (0, À) = 0, (8) 


où Ü est une m *X n-matrice constante de rang m. Un point À, s'ap- 
pelle valeur propre du problème (7), (8) sur le demi-axe R* si le sys- 
tème (7) admet une solution non triviale (dite fonction propre) 
y (x, Ào) € La (R*) vérifiant la condition à la limite (8). On traite 
plus bas le cas où les valeurs propres constituent un ensemble dis- 
cret et l’on détermine leur représentation asymptotique pour certai- 
nes classes de systèmes. 

On admettra que la matrice À (x) satisfait les conditions 1) à 
4) du $ 4, n° 1.1, et, de plus, que 


g(>0, |q(z)dr= 00. (9) 


0 
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Soient n; et p;(x) les valeurs propres respectives des matrices B (+ ) 
et À (x). Alors 


P; (x) = ms +o(1)1g (x), x 00. 
Supposons que les nombres n; sont tels que 
Ren, < Re n < ...<Ren, <0<Ren,,:, <<... <Rem,, 


où m — rang U. Le système (7) admet alors un système fondamental 
de solutions {y,, . .., yh} de la forme (10) du $ 4: 


y (x, À) = exp {à | pj(t) dt + | pi" (t) dt} les(z)+ Alu; (x, À)], (10) 


où pour À>À, et x>r(A) on a les majorations 
lu;(r, A I<Sk(z), limék(z)=0, 1<j<n. 


D'autre part, il existe un secteur S: |A | > À, > 0, | ArgÀl|< Ô 
dans le plan de À complexe tel que 

1) la solution y; (x, À) est holomorphe par rapport à A pourÀ € S 
et pour chaque x > 0 fixe, 1<j<r; 

2) les solutions y,, . .., yn Sont de classe ZL. (R*), les solutions 
Ym+ir - + - Yn et aucune de leurs combinaisons linéaires non tri- 
viales ne le sont, quel que soit À € S fixe. 


Notons Ÿ (x, À) — (ui, À), ..., Ym (x, À)); toute fonction 
propre est alors de la forme 


ya = Y( De), (41) 


où c (À) est un vecteur à m composantes et les valeurs propres se dé- 
terminent à partir de l'équation 


det Q, (A) =0, Q, (À) = UŸ (0, À). (42) 


Des propriétés d’un système fondamental de solutions il s'ensuit que 
pour À € S, ou bien les valeurs propres forment un ensemble discret, 
ou bien det Q, (À) = 0, de sorte que tout point du secteur S; est 
point du spectre. Le dernier cas est exceptionnel. 

Posons les conditions suivantes : 

1) Le demi-axe x > 0 contient un seul point de retour qui est 
simple : x, > 0, Pm (to) — Pm+1 (To) 

2) Re Pm (ïo) = Re Dm +1 (to), 0 < TK Toi Re P; (x) < 
< Re p;,+, (x) pour tous lesxz > 0sij met pourxz > x,sij — m. 

3) La fonction matricielle À (x) est holomorphe dans un voisi- 
nage Ÿ de l'intervalle Z — [0, x,l. 

Ici 7 est une ligne de Stokes et la structure locale des lignes de 
Stokes issues du point x, est la même que pour l'équation d’Airy 
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— (x — x) y = 0. Du point x, sont encore issues deux lignes 
de Stokes l;, L. = Îj, Imzxz>0 sur /.. 


4.2. Représentation asymptotique des solutions. Pour déterminer la 
représentation asymptotique des valeurs propres il faut connaitre 
celle des solutions y, (x, À). . .., Yn (x. À) pour x = 0, À + +oo. 
Vu que le demi-axe x > 0 contient le point de retour x;,, les dévelop- 
pements asymptotiques (10) sont mis en défaut pour x = 0et l’on est 


Fig. 25 


contraint par conséquent d'envisager la représentation des solutions 
dans divers domaines du plan de x complexe. Supposons que les 
domaines G, G,, et G* représentés sur la figure 25 sont suffisamment 
étroits et que le domaine G- est symétrique de G* par rapport à l’axe 
réel. Tous ces domaines contiennent le point zx; > x,, et leurs fron- 


tières, le point ia, a > 0. Notons G = G{J [2,+ of: les domaines 


Get G* se définissent de façon analogue. 

Les raisonnements ultérieurs sont identiques à ceux du $ 5, 
chap. III, n° 2.1. Si 1<j<m—1, 1<k<n, j Æk, jm, 
m + 1,il existe pour tout z € [G] un chemin canonique y;, reliant 


les points xyx et x, situé dans (G]. Ici Zi = +o pour k > j,z;n — ia, 
k << j, de sorte que les solutions y, . - ., Ym_-1 admettent des deé- 
veloppements (10) lorsque À —+ + oo, x € G. Les solutions y et Yn+: 
ont des développements asymptotiques identiques dans les domaines 
[G.] et [G*]. 

Les solutions y1, . . -, Ym» Yn+1r Ym+1 SOnt linéairement dépen- 
dantes, de sorte que 


m—i 


Um (es À) = a+ (A) vies (es À) +02) nt (2 D + 2 ay À. 
(13) 
Les solutions y£+, possèdent le plus grand, et le même, ordre de 


croissance lorsque x—+ + et puisque la représentation asymptotique 
(10) est double, on a af (À) + aÿ (À) = 0, À © 1. Précisons la norma- 
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lisation des solutions y,, et y#+,1. Le point x, étant un point de retour 
simple,ona 
Pm+ (2) =9()+VD(), pn(9 =93(—VD(, 


où D (rx) présente un zéro simple au point x = z,. D (x) > 0 pour 
z > zx, et q (x) est une fonction différentiable. Par ailleurs ($ 5), 


pi (x)= — 5 + P# G), j=m, m+1, 


où pj'(r)=O((z—zx) {2}, x x. Pour r> x, j=m, m+1. 
posons 


(x, À) = (z— x) exp {AS ; (x) + Si (x)}, 
S$" (x)= | ps” (+) dt, 
où ÿz— zx, > 0. Faisons x — ia dans l’identité (13). On obtient 
les valeurs de toutes les fonctions et fonctions vectorielles pour x = ia 


en les prolongeant analytiquement le long de chemins y contenus dans 
les domaines respectifs. Ceci étant, on peut poser y = y* (voir fig. 25) 


dans les domaines G, G,, et G*, y —  v” dans le domaine G-. Dési- 


gnons les valeurs correspondantes de Ym+1 et Em+1 par yÈ et e4: 
alors 
(2) 


? (em+s (x) eSmrix))_ = e,, (x) eSm (), 
mi(r—n)", (St (2)-= 8m (2): 


(z— 2), 
donc pour z=ia tous les rapports Yy/Ym et yn+1/Yn sont des va- 
leurs exponentiellement petites et après simplification par y,, l’iden- 
tité (13) devient 
y (ze 
Em (x) = ia_ (À) lem d+00-+5 a (À) = — 
J=1 In 


La multiplication de cette identité à gauche par les vecteurs 
e (x), ..., en (x) nous fournit un système d'équations, d’où l'on 
tire a; (2)—i+0(2"1), de sorte que 


ay; (A) =i+O(A 1), a_(À)=—i+0 (A1). 
De là il suit que 
Ym (0, À) = [È+O (À 1)] Ym+4 (0, À) +I—i+O(!)]yn4+1 (0, À) + 
+O(Iyn+2(0, Ale"), c>0. (14) 


À Le, (z) + 0 (X°1)1. 


T, 
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Pour cela il suffit de poser zx = x, > x, dans le système obtenu ci- 
dessus et d'utiliser le fait que 


Re | [p;(#)—pa(t)ldt +—00, x +00, 


pour Â<j<m +1, À — m, m + 1. La dernière estimation est 
Phentique à S la formule (8) du $ ». 

4.3. Représentation asymptotique des valeurs propres. Les dévelop- 
pements asymptotiques des solutions y,, . .., Ym-1» DE sont va- 
lables au point zx — 0, et la solution y,, s'exprime en fonction d'elles. 
En remplaçant les valeurs de toutes les solutions par celles de leurs 
développements asymptotiques pour z = 0, À + et en tenant 


compte de (13), (14), on déduit de (12) l'équation aux valeurs pro- 
pres. Notons 


Xe 


E= + | [Pm+1 (£) — Pm (E)] dt, (15) 
0 


BE = [Sm+1 (To, 0], A4 = det B., 
où PB. sont les matrices 
Ba =U {e(0), ..., em-1 (0), em+1 (0)}. 
Supposons que l'un au moins des nombres A+ et A _ est non nul. On a 
B,e-is/h exp {— AE, HE}+ Beir/i exp{ikë, + ES} = O (A1), 


d’où l’on déduit la représentation asymptotique de la séquence de 
valeurs propres 


À = {en + (SE m1 (Los 0))+ —(Sm+1 (Tor 0))-1 + 


Lin AlEt+O(E), E +0. (16) 


Les formules (12) à (16) nous permettent de trouver la représen- 
tation asymptotique des fonctions propres partout sur le demi-axe 
x > 0 à l'exception d'un petit voisinage du point de retour x. 
On peut trouver la représentation asymptotique des solutions au 
voisinage du point x, en appliquant les résultats du $ 4. 


4.4. Equation d'ordre n. Considérons l'équation 


y) LE qu (x) y EH N'qn (x) y = 0 (17) 
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sous les mêmes conditions que plus haut sur les racines de l’équation 
caractéristique, et le problème aux valeurs propres sur le demi-axe 
x > 0 avec les conditions aux limites élémentaires 


y(0)=0, y"(0)=0,..., y9(0) = 0. 


Ici A: est le déterminant de Vandermonde des fonctions p, (x), ... 
rs Pm-1 (2), PÉ+1(x) pour z=—0, de sorte que 


A An Pis (0)—P; (0) 
A Li Pn+1 (0) — p; (0) 


En se servant des expressions explicites des fonctions p;' (x), on 
obtient pour les valeurs propres la représentation asymptotique 


m—i 
_ Zn _t Pm+1 (OP; 0) 
M= [Anti 2 lo 


Xo 


1 T< CAO CARO r 
T2 (or OP 0 Pas O—Pj@ } a ]&+0 0. 
0 j=i 


Dans le cas de l'équation y” — À°q (x) y = 0 cette formule est con- 
fondue avec celle indiquée au chap. III, $ 5, n° 2.1. 


4.5. Problème sur l'axe tout entier. Dans ce cas le nombre À, s'ap- 
pelle valeur propre si le système (7) admet une solution non triviale 
y (x, Ào) E La (] —co, co [). On admettra que les conditions du 
$ 4, n° 4.1, sont satisfaites sur chacun des demi-axes x > 0etrz < O0, 
de sorte que 


A(z)=9,(x)Q;" (2) B+(:)0:(x), z20, 
A(z)=9-(z)Q"" (x) B-(x)Q-(x),  z<0, 


chacune des matrices Q, (x), B. (x) et des fonctions q4 (x) vérifie les 
conditions 3), 4) du $ 4. Supposons que 


+ 


0 
qe(D>0, (g+(mdr=o, | g-(x)d2= 00 
0 = © 


et que les valeurs propres n* des matrices B:(+c) sont telles que 


Ren’ <...<Rens <0< Re nn41 < ...<Remn, 
Ren; < ...<Renn <0< Rem: < ...<Renx. 


Le système (7) admet alors deux systèmes fondamentaux de solu- 
tions {yf, ..., yñ} et {yr, ..., y} pour lesquelles la représen- 
24—01011 
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tation asymptotique (10) est double respectivement lorsque x —+ + 
etz—> —0oo. Pour chaque À fixé, À > À, > 1,ona 

1) les solutions yi (x, À), .. ., Ym (x, À) sont de classe L, (R*), 
les solutions y#+1 (x, À), . . ., y (x, À) et aucune de leurs combi- 
naisons linéaires non triv iales ne le sont, 

2) les solutions ym+1 (Z, À), - - ., ya (x, À) sont de classe L: (R”), 
les solutions y (x, À), . .-., Um (x, à) et aucune de leurs combinai- 
sons linéaires non triviales ne le sont; 

3) ilexistep > 0,8 > 0et a > 0 tels que les solutions yŸ (x, À), 
1<j<n, sont holomorphes par rapport à À pour |A] >p 
| Arg À | < Ô et pour chaque x > a (respectivement z < a) fixe. 

Toute fonction propre est de la forme 


y(z, À)=ci(2)yi (x, À) +... + cm (À) Yn (x, À) = 


= Cm+1 (À) Ym+t (rs À) +... + ca (à) ya (x, À), 


ÀAESs, IA | 1. Les valeurs propres se déterminent à à partir de 
l'équation W (4) — 0, où W est le wronskien des solutions yf, ... 
er Yns Ymtis + + + Une Supposons que sont satisfaites des con- 
ditions identiques aux conditions 1) à 3) du n° 4.1: 

1) L’axe réel ne contient que deux points de retour z; << Zo, 
simples tous deux, Pm (tj) = Pm+1 (Zj), Ï = 1, 2. 

2) Re Pm (x) = Re Pm +1 (x), T1 LT < To, Re Pj (x) < Re Pj+#1(x) 
pour tous les zx sij #m,net pour x 6] x,, x, [si j — m. 

3) La fonction matricielle À (x) est holomorphe au voisinage de 
l'intervalle [x;, xl. 

Soit C un contour fermé simple du plan de x complexe renfermant 
l’intervalle [x,, x.) et orienté dans le sens positif. Notons 


b= 7 (Pm+1 (2) — Pm (x)) d7, 


=+ : Lt (a) pi (a) dr. 


es 


Le système (7) admet une séquence infinie de valeurs propres de la 
forme 


= En (k+1/2)—iE]+O(k 1),  k— 00. 


On obtient des résultats analogues dans le cas où le système (7) ad- 
met plusieurs points de retour simples réels [62]. 
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$ 8. Exemples 


1. Système de Stueckelberg. Ce système, qui se présente lors- 
qu'on étudie les chocs non élastiques de deux atomes, est de la forme 


hu + qu, = aus, hu; + fous = au, (1) 
où p1 (x), æ, (x) et & (x) sont des fonctions réelles régulières sur l’in- 
tervalle Z — Îa, b], k>0, un petit paramètre. Posons 


l Î 
PH = sl) +0 (= lp: (x) — 20). (2) 

Les valeurs et vecteurs propres de la matrice du système sont 

RE D = ÿ?+ 0, ; 

ns =(e, vrVPTre), (el), j=1,2 © 
Le système (1) admet deux types de points de retour. 

A. @® (x) = Ÿ° (x) + a (x). Dans ce cas, ou bien p, = 0, ou 
bien p, = 0. 

B. Ÿ° (x) + a° (r) = 0. Dans ce cas p; = p2. 

Supposons que l'intervalle 7 ne contienne pas de point de retour. 
Comme 


t ete! () ce 
CXD $ — ————— dt EE 
f { | €; (t)ej (à) } V e; (x)ej(z) 
le système (1) admet un système fondamental de solutions de la 


forme 


uŸ (x, h) = 1 1 


PP; Vel (ze;(x) 


cexp{++ (VpGdt }les(n+O(, j=1,2. (4) 


Xe 


Ces formules peuvent être mises sous la forme 


ui (x, h)-- 1 1 exp (+ | V P, () dt} x 


y Pi VV D—% 
&[P * _l+ou 
[lo-vslre): 


——— exp {— ( Y p> (t) dt} X 


4 —= 
v PeD Vy D+% A 


d [sv F on | | 


u; (x, h) =uf (x, u?(x, h), ji = 1, 2. 


(5) 


24* 
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2. Ondes dans le plasma. L'étude de la propagation des ondes 
électro-magnétiques dans un milieu anisotrope stratifié plan non 
homogène et notamment dans le plasma magnétisé conduit au sys- 
tème d'équations 


d'Ex , &° . 


d°E . 
+ S(—iCE, + BE,1=0, 


A) 
c° 


où w > 0 est la pulsation, c la vitesse de la lumière dans le vide, 
A, Bet C des fonctions de z. Ce cas correspond à une incidence nor- 
male de l'onde sur la couche de plasma. Les valeurs et vecteurs pro- 
pres de la matrice du système sont: 


pua(s)=+(4+B+ VD),  D=(4—Bÿ-40?, 
— 2iC 


ae, Le 5 , et.z (2) =[2i0, A=B + VD]. 


Les points de retour du système se déterminent à partir des équations 
D =0, AB = C. 

Supposons que w/c > 1, l'intervalle Z ne contient pas de point 
de retour et les fonctions Re V p, (z), Re V p: (z), Re (V p1 (cz) — 
— V p, (z)) ne changent pas de signe pour z € J. Si les fonctions À, 
B et C sont réelles, cette condition est satisfaite. Ici les vecteurs pro- 
pres à droite et à gauche sont tels que e, = (&,;, B;)7 et eï = (—a, 
B;), et par suite 


FO et(t)ei() c 
 \ —2 7 = —— 
exp { et (t)ej(t) ât} VB Ga) 


Le système (6) admet un système fondamental de solutions dela 
forme 


= TE {+ l +) V pi (r) dt } Le; (2) +0 (h)h 
1 1 . ©  r — . 
EF = TD V5 {+ i +] V p2(t) dt} [ez (2) +0 (k)}, 


où Ej=(Ern Es) e 
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3. Système de théorie de l’élasticité. Les faibles oscillations 
d’un milieu isotrope élastique plan se décrivent par le système 


0011 0012 2, — 
EPA + ÔZ: + po Us — 0, _ 
001 00 (9) 


22 LL o2us — 
GER + ÔTs ! po Uz 0, 


où u = (u,, u,)' est le vecteur des déplacements, © = (0) le 
tenseur des déformations, 


Cyy=Àdivu+2u — , j=1,2, 


) 


ou du: 
O2 — Os — H ( ÉEA + me) ? 


À et u les coefficients de Lamé, p la densité du milieu, o la pulsation. 
Considérons un milieu stratifié non homogène: À, u et p dépendent 
de la seule variable z, — x. Le système (7) admet alors des solutions 
de la forme uw (x,, x.) — eïhx2v (x,), où la fonction vectorielle v est 
solution du système 


Av" + (ikB + 4°) v' + (— k2C + ikD + pœ?l) v =0: (8) 


A, B, Cet D sont des matrices dépendant de x: 


À+2u 0 (9 À + 
[ot ae 8 07] 


LT of 
7 [0 A+2u/l’ 7 [a Al 


Au système (8) est associé le faisceau 
L (x, p)= Ap?+(ikB + 4’) p—k?C + ikD + pw?l 


dont les valeurs propres sont 


Pi,2(x) = — + [in (À + 2u)]" + V'&+2 Un (4 +2u)]" 2 , 
(9) 
Pa () = — + Qnp) + ++ (np) 2. 


Traitons les deux cas suivants. 


314 ÉQUATIONS ET SYSTÈMES D'ORDRE n (CH. V 


3.1. La pulsation w est indépendante de k. Les racines du faisceau 
sont alors asymptotiquement multiples : 


P1,2 (x) = + k—+ [in (À +2u)]' + O(k), 


Ps (x) = + k—+ (In p)'+O(K"1). 


Ce cas est identique à celui envisagé au chap. II, $ 8, n° 2, A. Le 
terme principal de la représentation asymptotique n’est pas donné 
par une quadrature, il s'exprime en fonction des solutions de l’équa- 
tion différentielle du second ordre 


Lo = (uw) +uu’ +2u | eue ]=0. (10) 


Soient 7 un intervalle fini, À (x), u (x), p (x) € C° (7). On cher- 
chera une solution asymptotique formelle du système (8) sous la forme 


oz 4 = [f(0+ Eh +...]; 


pour les fonctions vectorielles f, (x), f1 (x), . . . on obtient alors le 
système récurrentiel d'équations 


(4+B—C) fo=0, 
(A+B—C)f,= —(24+ B) f;— (4 + D) for (11) 
(4+B—C)f;= —(24+ B)f;-1—(4+D)fji— 

— Af;_o+po*f;_o, j = 2, 3, 1 


1 à 
A+B-C-QG+n)| _ il 


Les solutions de la première équation (11) sont toutes de la forme 
fo (x) = w, (x) (1, i)?, où &, (x) est une fonction arbitraire. La ma- 
trice À + B — C'est singulière ; il n'empêche que la deuxième équa- 
tion (11) admet pour toute fonction w, (x) les solutions 


1 " 0 
fi (x) = w (2) | i | ve La + 3u) u (x) +-2u'w ) 


où w, (x) est une fonction arbitraire. La fonction w, (x) qui reste in- 
déterminée se définit seulement à partir de la condition de solubi- 
lité de la troisième équation (11). Cette condition est la suivante: 
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la fonction w, (x) vérifie l'équation (10). Pour la solution asympto- 
tique formelle du système (9) on obtient en définitive l'expression 


ao (r) + + ui (2) + 102 (2) + 
v' (x, k)—=e" , ({2) 
EWg(T)+--qi+rr dt... 


ay (e)= (+ 8) uÿ-1+2'w; (à +u) (HE) — 


— + agatlA+2p) wir) pots, 121,2... 


| a, (2) | 
OÙ In = Wn (Z) + (nu) , n=:1,2, a, —a=0, w;(x) est solution 


de l’équation non homogène 


[G- u)ÿ— a 2 (5) —[u (2) + So. 413 


Cette équation est de la forme lw, — q; (ws, w,, ..., w;_), où | 
est l’opérateur de (10). 

La formule (12) définit deux solutions asymptotiques formelles 
linéairement indépendantes vi (x, h) et vw (x, h) du système (8). 
Plus exactement, soient {w41, Wo2} un système fondamental de solu- 
tions de l'équation (10), et w, une solution particulière de l'équation 
(43). En posant w, = w,; dans la formule (12), on obtient les solu- 
tions asymptotiques formelles v?, j = 1, 2. 

Le système (8) admet aussi une solution asymptotique formelle 


Cu (e)— Lan (2 + w, (9 + 


V7, 2 (x) = e"Àx , (14) 
: OO Es 


. a, (x) 
OUIn —Wn +: n = 1,2. 


Supposons qu'est remplie la condition 
1) #0, (#0, À(x)+2u(2 0. 
L'(z)u(z)—A(xz)u'(x) 0, EI. 


Le système 6) admet alors un système fondamental de solutions 
{ui (à, À), 05 (x, k), vi (x, k), vz (x, -k)} et ces solutions sont justi- 
ciables des développements asymptotiques (12), (14) pour Re k > 0, 
[ À | + ©, uniformes en x €1 


Remarque. Si u (x) = const, l'équation (1) est intégrable : l’une 
de ses solutions est w, (x) = 
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3.2. La pulsation w dépend de k: w = ko, © > 0. On cherchera 
une solution asymptotique formelle du système (8) sous la forme 


u(z, k)=exp {ik | p (Hat) E (zx) +— (x) + |. 


La fonction p (x) et les fonctions vectorielles e, (x), e (x), . .. se 
déterminent alors à partir d’un système récurrentiel d'équations dont 
les deux premières sont: 
L (x, p)e—0, 
L (x, pe; =i(2p4e,+ p'Ae;+ Be, + pA'eo+ Des), 
L(x, p}=A(zx) p°+B(x)p+C(x)—o (x) 01. 


L'équation caractéristique est det L (x, p) — 0 et ses racines sont 


égales à 


2 . 2 
pi.2= —1+# , Pia —1+- (15) 


Les vecteurs propres du faisceau ZL (x, p) sont égaux à 
f=(t, —p), f*=(1, —p), 


où p (x) est une racine de l'équation caractéristique. La condition 
de solubilité de la deuxième équation est: 


e; (2p4e, + p'Aes + Be; + pA'es + Dec) = 0. 
En faisant e, (x) = « (x) f (x) dans cette identité, on trouve 
[e 4 (x) = —_ ————— . 
V'hp(p°+1) 
Le système (8) admet une solution asymptotique formelle de la forme 


te = ep (+ À (VP &} 14, —p;(2)" +0 (1), 


j=1, 2, (16) 


x 


À (x) + 2H (zx) ur 
Vy(z, k) = OPA RL {+ | rat} x 


Xo 


XI(4, —p;(2)) +O(k 1), j=3,4 


Supposons que À (x) > 0, p (x) > 0, p (rx) > 0 pour zx EI et soit 
remplie l’une des conditions 


p(r)o?<u(z), p(r)o2>A(z)+2u(z), zeEl. 
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Le système (8) ne possède pas alors de point de retour pour x € 7 
et il existe un système fondamental de solutions {v,, ve, Us, v,} 
pour lequel est valable le développement asymptotique (16) uniforme 
en x € I lorsque k —> + co. La représentation asymptotique des solu- 
tions du système (8) avec des points de retour est étudiée dans 1401]. 


4. Système de Stueckelberg à points de retour. Le système (1) se 
présente lorsqu'on étudie les chocs non élastiques de deux atomes 
[121] de masses M, et M., distants de r fini, sur le demi-axe 
10, œ[. Ses coefficients sont de la forme 


M 1 M: 


h?1(1+1 
p=le—V;(2m— D, a=2mVo(), Me, 


où e >> 0, V, (r) sont les termes énergétiques des états électroniques, 
Via (r) l'élément matriciel d'interaction des états électroniques, 


Vi(oo)=0, V,(oo)—Ae, 0O<AE<e, V,(0)=0. 
Les conditions aux limites sont : 
u,(0)=0, u:(0)—0, u(r)= me: +o(1), 
us(r) = œeîñkir —e-ikhir Lo(t), T — ©, 


V 2me V' 5m (e — Âe) 
hk ’ h ° 


ki = ki = 


Supposons que les fonctions V, (r) et V. (r) sont de la forme repré- 
sentée sur la figure 26 ; le système (1) admet alors deux points de re- 


Fig. 26 


tour réels r, << r,, ; (r;) = 0. Si la fonction V,, (r) est petite, et 
les coefficients du système (1), holomorphes au voisinage du demi- 
axe r >> 0, il existe deux points de retour complexes proches du point 
ro. Les formules de raccordement ont été établies pour ce cas dans 
[121] et utilisées à maintes reprises sans la moindre analyse. Ces 
formules n’ont pas été encore rigoureusement prouvées. On expose 
plus bas des méthodes permettant d'établir certaines formules de 


raccordement. 
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Si I = (a, b], les fonctions , (z), @ (z) et & (z) sont holomorphes 
dans un domaine U du plan de z complexe contenant J et 


Pi (x) + P2 (x) >0, 4; (x) P2 (x) > a? (x), œ (x) > 0, zEI. 
Alors p; (x) >p2 (r)>>0 pour x € J et le système (1) n’a pas de points 
de retour réels. Considérons les branches des racines V p, (x), V Pa (x) 


et VD (x) qui sont strictement positives pour x € Z. Supposons qu'il 
existe un seul point z, € I, a < z, << b, tel que qi (xzo) = Fa (To) 
et que 


Pi (ro) Ps (Lo), PT) > P2(x), ZE, (17) 
æ(z)=6a(r), 50, 


où 6 est un petit paramètre indépendant de k. Pour ô = 0 le point z, 
est un point de retour du système (1), pour les petits 6 => 0 il existe 
deux points de retour complexes voisins z,, Zo, 


_ OiV (ro) 2 

Zo () Pi (Co) — 43 (Lo) +0 (1. 
Supposons que € >> 0 est fixe et indépendant de k et à : le système (1) 
admet un système fondamental de solutions {uŸ, u7} justiciable du 
développement asymptotique (4) pour hk—æ0, a<r<z, —e, 
et un système fondamental {Ÿ, v?} justiciable du développement 
asymptotique (4) lorsque k + 0, x, + e < rx < b. Le développe- 
ment (4) n’est généralement pas valable au voisinage du point 24. 
On demande d'exprimer unsystème fondamentalen fonction de l'autre. 
On peut le faire après avoir déterminé les domaines de validité du 
développement (4) pour les diverses solutions. Ce problème est iden- 
tique à celui envisagé au chap. III, $ 8, n° 7. 


A. La solution uÿ. Supposons que & >> 0 est fixé. Le point z, 
est alors la confluence de deux points de retour simples, puisque 
Pi (Co) = P: (20) Æ 0. Du point z, sont issues trois lignes de Stokes 

1» Le et L, définies par l'équation 


Im | (V7 05 —V pt) dt - 0, 


du point z, sont issues les lignes de Stokes /?, L? et L?. 
Pour les petits |z—:3,| on a : 


— ——— 2 V D (2) 
Vp (2) — Y p2 (2) = à A 
Veu+VD@+Vph-VDt@ 


7 Zi (ro) (Ps (Zo) — Pa (To) 2/55 
eV V7 — 20 s (18) 


Fa 
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de sorte que l’une des lignes de Stokes (désignons-la par l.) touche 
l’axe imaginaire au point z,, Im z > Im z, pour z € L.. Appelons !; 
la ligne de Stokes sur laquelle Re z < Re z,. Il existe par ailleurs 
une ligne / reliant les points z,, z,, L = Î*, sur laquelle 


Re FU 0—VPr:0 ) dt =0. 


La structure locale des lignes de Stokes est la même que pour l’équa- 
tion kw” + D (z)w = 0. 

Trouvons un domaine 1-admissible D? ($ 4): il existe des che- 
mins canoniques Y1x, 1 < # < 4, reliant tout point z € D? aux points 
21. Le chemin y,, est arbitraire et les fonctions 


& S 
Re[i| (Vn@-Vr@)al, Re[—i\ rt &], 


ke 


Re [—if (V P1(0) + V p2 (0) dt | 


>. 


+1. 


+ 


décroissent lorsque © se déplace le long du chemin canonique y:4 
du point z,, vers le point z. 

Supposons que D est un rectangle a, << Rez << b,, |Imz|< 
< c, contenant l'intervalle Z et les points z,. z,, que c > 0 est assez 
petit, en sorte que les coefficients du système (1) sont holomorphes 


dans D, et posons D, — D\X(I3UJ ). Choisissons les points a, 
et b, proches de a et bet posons z,, — a, + ic. Il existe alors un che- 


min canonique Y,. Contenu dans D, qui relie tout point z € D, au 
point Z12 (chap. III, $ 8, n° 8). 

Construisons le chemin canonique Y:4 (2). Comme p, (x) > 0 
pour x € let à > 0 est petit, les lignes de niveau Re $, (z) = const 
contenues dans D et ne passant pas par les points z, et z, sont des 
courbes régulières .voisines des segments Re z — const. La fonction 


—iS, (0, :) applique bijectivement le domaine D sur un domaine U 
du plan de z complexe voisin d'un rectangle TI d'axes parallèles aux 
axes de coordonnées, muni de deux coupures L,; et L°. Ici L; et L° 
sont les images des coupures /, et l?, images qui diffèrent peu respec- 
tivement des segments Im $ = const et Re S — const. Posons 
Z13 = 2191 À = —iS 1 (0, 213). Si l’on retire du domaine U les points 
en lesquels Re S, << Re À et éventuellement le demi-voisinage de 


droite de la coupure L:, tout point z de la contre-image D, de ce do- 
maine peut être relié au point z,; par le chemin canonique y,; (2). 
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On construit de la même façon les chemins canoniques y,, (z) d'ori- 
gine Z15- 

Il existe donc un domaine D? = (1 |] z, U 20) dans lequel est va- 
lable le développement asymptotique (4) et ce domaine diffère peu 


du domaine D.. 


4.2. Les solutions u’, u’ et u:. Construisons les chemins canoniques 
Ve (2), Ï = 1, 3, 4, le long desquels les fonctions 


4 
RC] VrG-Vr me] Re[—i | (VO +R ni]. 


Za: 2: 


t 
Re [ — à (Vn® dt | 


SE 0 


décroissent. Soient D le domaine du n° 4.1, D, = D X (2 U *). 
Les raisonnements du n° 2.1 montrent que le développement asymp- 
totique (4) est valable pour la solution u: dans le domaine 


Di = (1 LU z U &) qui diffère peu du domaine D.. Posons 
uT(z,h)=u*(z, h), uz(z, h)=u:(z, h); 


les développements asymptotiques des solutions u; et u; sont vala- 
bles respectivement dans les domaines (D*)* et (D°)*. En particulier, 


les développements asymptotiques des solutions uf2 sont valables 
sur l'intervalle [a, x, — el. 


4.3. Les solutions vŸ. Soit D le domaine du n° 4.1, D — DX@U 


Ù 5), 2: = b, + ic. Tout point : € D peut alors être relié à z, par 
un chemin canonique y, (z) le long duquel la fonction Re [i (S, (0, 
z) — S; (0, z))] décroît. Comme au n° 4.1, on démontre que le dé- 
veloppement asymptotique (4) est valable pour la solution v; dans 


un domaine D’ différant peu du domaine D.. Soit D, = DX(LU À); 
le développement asymptotique (4) est valable pour la solution 


dans un domaine D’ proche de D. Posons 
vx (2, h)=v (2, h), v3(2 h)=0i(, h). 
4.4. Formules de raccordement. On a 
vi = Ajui + Asus + Ajui + Azuz, 


19 
vè= Biui+ Biuÿ+ Biuï + Baux, a?) 
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où AŸ* et BŸ* dépendent seulement de h. De par le choix des 
solutions, on a 


7 (20) 


On demande de trouver la représentation asymptotique des coeffi- 
cients AŸ et B lorsque —+ 0, 0 < 8 < 6,, où 6, > 0 est assez petit, 
mais ne dépend pas de . 

Des n°% 4.1 à 4.3 il s'ensuit que les développements asymptoti- 


ques (4) sont valables pour les solutions v° et uÿ° aux points d'un 
domaine borné par les lignes de Stokes L, et .. Fixons un tel point z 
et posons z — z dans les identites 


VU — Ajui + Asus + Ajui — A5u 5), 


ä à (21) 
7H Vi = 7 (4 iui + Ajus L Aïui + Asus; 
alors A: — A'/A, où A est le déterminant du système, A; le déter- 


minant déduit de À par substitution de la colonne (v, (+) )T à la 
troisième. Les branches des racines figurant dans la formule (4) des 


développements asymptotiques des solutions uŸ sont strictement po- 
sitives pour z € J ; quant aux valeurs a. oint z, on les obtient par 


prolongement analytique le long de l’int rvalle y, = [x,, 21. Donc 
A=16+0(h 

Les branches des racines figurant dans la formule (4) du dévelop- 
pement asymptotique de la solution v? sont acquises par prolonge- 


ment analytique le long du chemin y, qui relie les points x, et z 
et passe à droite du point de retour. Comme à >> 0 est petit, on a 


m | VriG)d=0, j=1,2, 


Vi 


m\VnG)d&>0, 


v2 


(22) 


de sorte que les solutions v*, u*Ÿ et ui décroissent exponentiellement, 
les solutions u’ et] u; croissent exponentiellement au point z, 


Ai exp {+ ([Vrté+ [| VAtæ)}ott 
Le | V: 
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et par suite 


A1=O(e-F#), E>0, E-Im|Vp(@)d+O(6). (23) 
0 


On établit de façon analogue que 4; — O (e-ÿ/h). 
Par ailleurs, de par le choix des branches des racines, on a 


| VriG a | VPit)d:=4, ImA<O, 

Vs Y: 
de sorte que À; = O (es/h). Le second membre de cette formule 
croît exponentiellement lorsque À — 0, donc la représentation asymp- 
totique du coefficient A* reste indéfinie. Trouvons la représentation 
asymptotique de 4° — AA, où le déterminant A° se déduit de A 
par substitution de la colonne (u:, (u;)")T à la deuxième. Faisons 


une coupure le long du segment ! passant par les points z, et 2 jusqu'à 


la frontière du domaine D. Les branches de la fonction V D (z) dif- 
fèrent sur les lèvres de la coupure du facteur —1. de sorte que 
Pi (cl, — Pe (Z)l1, où l, et l_ sont les lèvres droite et gauche 
de la coupure. Donc 


+ 


Vaüa=|(Vr#@-Vr@)é-n Imn>0 


(Ù 


ON } 


| ta 
0 


où les intégrales sont prises sur les chemins Y, et y, et 


vi (2, h)= ein/huf (z, h) [4+ 0 (k)]. 
D'où l’on déduit 
A5 = eh [{ +0 (h)]. (24) 
Les coefficients À; et À; sont donc exponentiellement petits, la 


représentation asymptotique du coefficient À’ est donnée par la for- 
mule (24) et A° reste à déterminer. On démontre de façon analogue 


que 


Bi=e-*ivVh[{+O(h)],  Bi,2=0(e-5/?), 


le coefficient Bi restant indéterminé. Pour déterminer les coeffi- 
cients A° et B? on peut se servir de l'identité : si u et v sont solutions 
du système (D), alors 


vTu'—uTy' = const. 
On a, en particulier, la formule 
| Ai P(+e)+142/2(4+e)+eIm(Ai4t)=1+e,  e;—0O(h), 
on obtient une identité analogue pour les coefficients BT et Bi: 


COMPLEMENT 


DÉFORMATIONS ISOMONODROMES 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


$ 1. Systèmes d’équations 
4. Introduction. Considérons le système de 7 équations 
= A(:, t)w, (1) 


où £ — (4, -.., im) sont des paramètres complexes situés dans un 
voisinage Ü du point { — 0. Partout dans la suite on admettra que U 
est un domaine assez petit. 

Le système (1) s'appelle déformé du système w’ — À (z, 0) u:. 
Supposons que tous les éléments de la matrice À sont des fonctions 
rationnelles de z pour tout t{ € U, de sorte que le système (1) présente 
des points singuliers qui dépendent en général de {. Le groupe de mo- 
nodromie G (t) du système (1) dépend aussi de £. Par abus de langage 
on dit qu’une déformation est isomonodrome ou est une isomonodromie 
si le système (1) possède une matrice fondamentale telle que le groupe 
de monodromie qui lui est associé est indépendant de £ pour t € U. 
Cette définition devra être précisée si parmi les points singuliers du 
système (1) il en est qui sont irréguliers. 

Si le déformé (1) est isomonodrome, les éléments de la matrice À 
doivent nécessairement vérifier un système d équations aux dérivées 
partielles. Le premier exemple de cette nature fut envisagé par 
R. Fuchs {69] en 1907 (cf. $ 2, n° 3). Les déformés isomonodromes de 
systèmes d'équations furent étudiés au début du siècle par Schle- 
zinger [114] et Garnier [70]. Puis ils furent délaissés pendant envi- 
ron 60 ans. Et ce n'est qu’au cours des 10-15 dernières années qu'ils 
furent remis à l'honneur grâce à la découverte de leurs liens avec des 
équations intégrables de physique mathématique (équations de Kor- 
teweg-de Vries, sin-Gordon etc.) et la théorie quantique du champ 
[31]. Les recherches les plus intenses sont menées au Japon ; signalons 
tout particulièrement le travail d'Ueno [123]. 


2. Points singuliers réguliers. Isomonodromie locale. Mettons 
le système (1) sous la forme 


Lw=0, L=—A(z, 1). (2) 
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Soient D un domaine simplement connexe du plan de la variable 
complexe z et 
> __ _B(:,t) 

A (z, t) — z—a(t) L (3) 
où la matrice B (z, t) et la fonction a (£) sont holomorphes dans D X U 
et L’ respectivement et le point =: — a (f) est contenu dans D 
pour tous les t € U, B (a (t), t) == 0. Le point : = a (t) est un point 
singulier régulier du système (2). Le domaine U étant petit, on peut 
admettre que a (t) appartient à un domaine D, dont l’adhérence est 
contenue dans D. Fixons un point b € D,. Soit y une courbe fermée 
simple orientée dans le sens positif, d’origine et d'extrémité en b 
et supposons que D, se trouve à l’intérieur de y. Désignons par 


l'opérateur de prolongement analytique le long de Y. 
On dit que le déformé (2) est isomonodrome dans D s'il existe une 


matrice fondamentale W (z, t) telle que 
vW(z t)=W(z DC, (4) 


où la (x X n)-matrice C est indépendante de t pour t{ € U. Appelons 
cette matrice fondamentale canonique. A cette matrice canonique 
est associé un groupe de monodromie G à une génératrice C. Toute 
autre matrice fondamentale est de la forme 


W(z t)=W(z t)T(t), (5) 
où T (t) est une (n X n)-matrice régulière. On a 
W=Yy(WT)=WCT=W.T-ICT, 


de sorte qu’à la matrice fondamentale W est associé le groupe de mo- 
nodromie G(t) = T-?(t) CT (t) semblable au groupe G. 
Soit d un opérateur de différentiation extérieure par rapport 


aux variables £,,...,{,, de sorte que dW — > Fr dti. Ceci étant, 
j=i 
dt}, /\ dtx = —dt, \ dt}, d2=0(. 
Considérons la 1-forme différentielle 
Q(z,t)=dW (2, t)-WT1(:,t), (6) 


où FŸ est une (n X n)-matrice. 


Théorème 1. Le déformé (2) est isomonodrome dans le domaine D 
si et seulement si le système (2) admet une matrice fondamentale W (z, t) 
telle que la forme soit univoque dans D\Xa. 


$ 1] SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 385 


En effet, si W est canonique, on a 
4Q — dWC.CW-1=Q, 
et la forme © est univoque dans D a. Supposons qu’il existe une 
matrice fondamentale W telle que la forme Q soit univoque dans 
D\Xa. Alors 
JW=WC(), R—N=W dC.CiW-1=0, 


de sorte que dC — 0 et par suite la matrice C est indépendante de t. 
On remarquera que si W est une matrice fondamentale canonique 
et C, une matrice constante, WC, est une matrice fondamentale 
canonique. 
Etudions les propriétés analytiques de la forme (2. Le système (2) 
admet une matrice fondamentale canonique de la forme 


Wo(:,1)=W(z, t)(2—a(t))", (7) 


où W (z, t) est une matrice holomorphe et régulière dans D X U, 
W (a, t) = 1, M (t) une matrice holomorphe dans U (ef. [4], [15]). 
On a 


yW0 = Woe2xim(t), 
Par ailleurs, W° — WT (t), où W est une matrice fondamen- 


tale canonique, de sorte que yW0 — WOT-ICT. Donc e2riM(t) — 
— T-1(t) CT (t) et par suite 


M(t=T (4) MT (t), 


où la matrice Àf, est indépendante de ft. La matrice fondamentale 
W = W0T-1 est canonique et est de la forme 


W(z t)=W(z t)(2—a(t))", (8) 
où W (a, t)=T't(t). On a 
dW.Wi= 2 WM, daW + aW-W. 


Donc, si W est de la forme (8), la forme ( présente un pôle simple au 
point z — a (t) de résidu 


res ( — — M (t) da (9) 


Nous avons pris en considération le lien entre M (t) et M,. Toute 
autre matrice fondamentale canonique est égale à WC,, où C, est 
une matrice constante, le résidu (9) restant invariant. Supposons rem- 
plie la condition: 


25—01011 
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1.1. Aucune différence des valeurs propres de la matrice B (a (t), t) 
n'est entière. 
Il existe alors (cf. [4], [15]) une matrice fondamentale canonique 
de la forme 
W0 (2, t) = W (z, t)(z2—a)20 0), W (a, t) = JT, (10) 


et dans ce cas 
resQ— — B(a, t) da. (11) 


Si z — oc est un point singulier régulier du système (2), alors 
A(z, t)=21B(z,t), 
où B (, t) 0, la matrice B (z, t) est holomorphe dans D X U, 


D étant un voisinage de z — . Il existe dans ce cas une matrice 
fondamentale canonique de la forme 


Wo(z, t)=W(z, t)z, Woo, 0)=I, (12) 


où W (2, t) et M (t) sont des matrices holomorphes respectivement 
dans D X U et U. Le théorème 1 reste en vigueur. Toute matrice 
fondamentale canonique est de la forme 


W (z, it) = W (z, t) zMo, 


où W est une matrice holomorphe et régulière dans D X U, à la 
multiplication à droite près par une matrice constante C',. Si W est 
une matrice fondamentale canonique, la forme Q@ est holomorphe 
dans D : 


Q = dW. Wa. 


Supposons que ( est de la forme (6), où W est une matrice fonda- 
mentale canonique. On a alors les identités 


dL=[Q, L], d@=@Q \ Q, (13) 
où [Q, L]—QL— LOQ. On remarquera que d (+) — 0 (l'opérateur 
d agit sur les fonctions de t{) et que Q+=0 (la forme Q agit 
sur les fonctions de t), de sorte que [Q, L]=[À, Q €. On a 
— RE =d (TS S)W- = d(AW).W-1— dWW-AWW- = 

—dA+AQ—QA, dL——dA, 
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ce qui prouve la première relation ‘(13). On sait [32] que si w est une 
forme différentielle de degré k, alors 


d(w A n)= do A n+(—1)}*o A dn. 
Donc 
dQ = — dW À\ dWi=dW A W1dWW1=Q \ Q. 


Les relations (13) sont les conditions d'’intégrabilité complète 
du système de Pfaff 


LW=0, dW—QW. (14) 
On appelle système de Pfaff un système d'équations de la forme 
O—=0,...,0=0, k<n, (15) 


où zER", «, sont des 1-formes différentielles. En coordonnées, le 
système (15) s'écrit 


À omr)drm= 0, 1<j<k 
m= 1 


Le rang r de la matrice (w;,, (x)) s'appelle rang du système (15) au 
point x. On dit qu’une variété M! R' est une variété intégrale 
du système (15) si les identités (15) sont satisfaites sur M'. On dit 
qu’un système de Pfaff est complètement intégrable si par chaque 
point x du domaine donné de R” il passe une et une seule variété 
intégrale de dimension maximale r — r. Le théorème suivant est 
local : on admet que le système (15) est traité dans un petit domaine 
de R”. 


Théorème de Frobenius [3, 29]. Pour que le système de Pfaff (15) 
soit complètement intégrable il est nécessaire et suffisant que soient réa- 
lisées les identités 

do; Am A... Am; =0, j—=1,...,k. (16) 


Ce théorème est valable aussi pour x € C'. 
Revenons au système (14). On peut le mettre sous la forme 
oW 0W 
FE = AW, ot =QW, i-1, .-.s Mme. 
Ce système est redondant : nous disposons de m + 1 équations pour 
une seule fonction matricielle W. La condition de compatibilité du 
système est la condition de son intégrabilité complète. 

Le système (14) se résout de façon élémentaire. Pour qu'il soit 
compatible, il est nécessaire et suffisant que soient satisfaites les 
identités | 

dwW d 
d (<- | + (4W), æW=0 


25* 
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En appliquant l'opérateur d à la première des équations (14) et l’opé- 
rateur d/dz à la seconde, on obtient 


d(AW)=#2 (RW), 
dA-.W + À dW = (dA + AQ) W = (+04) W, 
d’où résulte la première relation (13). La deuxième relation découle 
des identités 
0 = d'W = d(QW) = dQ.W—Q \QW. 

Théorème 2. Supposons que la condition 1.1 est satisfaite. Pour que 
le déformé (2) soit isomonodrome dans le domaine D, il est nécessaire et 
suffisant qu'existe une 1-forme Q (cz, t) holomorphe pour z € D a, 
tEU, et vérifiant les relations (13). 

La nécessité a déjà été prouvée. Démontrons la suffisance. Sup- 


posons qu’une telle forme existe et soit W une matrice fondamentale 
quelconque du système (2). Comme 


d(LW)=0, LW—0, dL=QL—LO, 
il vient 
LO=0, D—dW—-QW 
Donc D — WA, (t), où Q, est une 1-forme différentielle dont les 
coefficients sont indépendants de :. On a 
W=WC(t), YD=DC+WdC= WC, 
OC =W (CA, — dC) = WQ,C 
et par suite 
dC'=[C, Q]. 
Remarquons que la condition 1.1 n’est encore pas intervenue. Si 


elle est satisfaite, la matrice B (a, t) est diagonalisable dans le do- 
maine D : 


T-1(t)B(a, t)T(t)=A(t)= diag (À, (#6), ..., An(t)). 
Prenons pour W une matrice fondamentale de la forme (7), où M (t) — 
= À (1). On obtient alors 
2nieztiAdA = [e2xiA, Q,]. 


On a Q,(t)= D Qy(t)dt;. La matrice A(t) étant diagonale, les 
= 1 


J—= 
éléments diagonaux des matrices [e?*iA, Q,;] sont tous nuls, de 
sorte que dÂ —0, À ne dépend pas de t, C, de t, et le déformé 
(2) est isomonodrome. 
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2. Systèmes de classe de Fuchs. Isomonodromie globale. Considé- 
rons le système de classe de Fuchs 


R 
d À = 
= 10 vw. (17) 


Les matrices À; (t) et les fonctions a; (ft) sont holomorphes pour 
tEUeta,(t) Æai (t) pour j Æl, t E U. Le système (17) possède des 
points singuliers réguliers a, (ft), . .., ax (t) (z = a; (ts) est point 


singulier si À; (t,) # 0). Le point z — est singulier régulier pour 4 
donné si 


, Ay(t) 0 (18) 


1LA4> 


et non singulier dans le cas contraire. 

On admettra que pour t € U chaque point z = a; (t) est situé 
dans un domaine D; du plan de z complexe et que les adhérences de 
ces domaines ne s’intersectent pas. Soit bun point n’appartenant pas 
à la réunion des adhérences de ces domaines. Soit y, une courbe fer- 
mée simple orientée dans le sens positif, d'origine et d'extrémité b, 
et telle que pour t € U le point z = a; (t) est situé dans son intérieur 


et les autres points singuliers dans son extérieur. Appelons y; l'opé- 
rateur de prolongement analytique le long de y;. 

On dit que le déformé de (17) est isomonodrome s’il existe une ma- 
trice fondamentale W (z, t) du système (17) telle que 


W=WC, j—1,...,k, (19) 


les matrices C; sont indépendantes de f. Une telle matrice fondamen- 
tale sera dite canonique. 

Supposons que la condition 1.1 est satisfaite pour tous les points 
singuliers du système (17). La forme (6), où W est une matrice fonda- 
mentale canonique, présente alors des pôles simples aux points 
&y, - +, ap, est holomorphe au pointz — et ne possède pas d’autres 
singularités. D'après le théorème de Liouville, la forme 


À 
Q, (4) — 5! ; AOL 
J2=1 


est indépendante de z, de sorte que 


k 
QG D= D AL +Q(t), (20) 


j=1 


où la forme Q, ne dépend que de t. On obtient le système déformé 
isomonodrome en portant (20) dans (13). Les équations de ce système 
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renfermeront la forme inconnue Q, (t). Exigeons que Q (z, co) = 0. 
On trouve alors que Q, (t) — 0 et la forme Q devient 


h 
A d 
QG =) AOL (21) 
j=1 


On peut le faire de deux manières. Soit admettre, suivant Schlesinger, 
que z —œ est un point non singulier — le premier membre de (18) 
sera alors identiquement nul — et que la matrice fondamentale cano- 
nique est normalisée par la condition : W (, t) est indépendante de 
t. Soit admettre que la matrice fondamentale canonique est au voi- 


sinage du point z — © de la forme W = W (z, t) zA, où W (co, ft) 
est indépendante de f. Déterminons le système isomonodrome dé- 
formé dans le cas où Q est de la forme (21). L'identité dL = [Q, L] 
(cf. (13)) devient 


2 | A AQ—QA. 
dz 
On a 


k 
AQ—QA — D — ÀjA;da; + ArAjda; _ 


hr (z—a;) (:— ai) 


… » — À; Ada; + AA jdar ( 1. ) = 
EH aj—a| 2—@) 2-4) 
jÆl 
k 
_ St 5 Ar A (aan dep 
aj—@k 
3=1 32%RkR 
et finalement 
[ Ar, Àj] 
dA;= » ns d(u— a), (22) 
l#Æj j ° 


[4:, A;] = —[4,, À;], 


Où [A4y, A; =[A:4;— A;A;]. Le système isomonodrome peut éga- 
lement s'écrire 


dA;= À [A,, Ajjdin(a—a)). (23) 
J 
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Ce système est complètement intégrable. Si l’on admet que a, ..., & 
sont des variables indépendantes, on obtient ce système sous la forme 
de Schlesinger 

04  [Ay. All 04; [Aj, Ai 

2H IAA, 242 5 AA (24) 

l#j 
On rappelle que les valeurs propres des matrices À; (t) sont indépen- 
dantes de t. 
Supposons que la matrice fondamentale canonique est normalisée 

par la condition W (2,, t) = I et prenons pour variables indépen-: 


dantes les points a, ..., ax, Z9. Au système (24) s'ajoute alors le 
système 
943 __s\ LA Al 
2 na 
lÆ) 


3. Monodromie locale au voisinage d’un point singulier irrégu- 
lier. Considérons le système 


FE =A( t)w, (25) 


r—-{ 
où la série À — D A;(t)z converge pour [2[>R,tEUetr=>1, 
J=— 00 
À,_-,(0) 0. Supposons satisfaite la condition: 
1.2. Les valeurs propres À(t), . .., À, (t) de la matrice A,., (t) 
sont distincles pour t € U. 
Alors z — est un point singulier irrégulier du système (25) 


et il existe une matrice T (t) holomorphe et inversible pour t € U 
telle que 


TA AT =A(t) = diag (Ait), ..., An (#)). 


Voici quelques généralités sur la représentation asymptotique 
des solutions du système (25) lorsque z — oc. Ce système admet une 
matrice fondamentale formelle de la forme 


(z, D =W(:, 1) 220 exp{ À | Dj}, (26) 


où D{(t) et D; (t) sont des matrices diagonales, D, (t)=r"tA (+6), 
W=T (£) + D B;(t) z- et toutes les matrices dépendant de # sont 


holomorphes “dans U. 
Soit S le secteur a Arg z<B, 0<B—a< +6, Ô>0 dans 
le plan de z complexe, de sorte que son ouverture est supérieure à 
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a/r. Si Ô > 0 est suffisamment petit, le système (25) admet une ma- 
trice fondamentale telle que la série formelle (26) est asymptotique: 


W (z, = W (2, t), zoo, 2€, 


uniformément en {€ U (cf. [37]). Cette matrice fondamentale est 
en outre unique. La représentation asymptotique de W est valable 
dans un domaine qui peut être plus vaste que S (cf. [15], (37]). On 
rappelle que toute matrice fondamentale du système (25) est analy- 
tique dans la couronne À << | z | << ©, mais en général est multi- 
valente : le point z — œ peut être point de branchement pour les 
éléments de la matrice fondamentale. 
Fixons un petit Ô => 0 et considérons les secteurs 


Sr:n(l—1)/r—8<LArgz<al/r, [z2]ZR, 1=1, ..., 2r+1. 


Dans chaque secteur S, il existe une matrice fondamentale et une 
seule telle que 


Wi(z, D Wzt), 20, zES,, (27) 


uniformément en t € U. Les matrices fondamentales W, et W, sont 
définies sur l'intersection S, f] S, qui, par définition, n'est pas vide. 
Ces matrices sont liées par la relation W, = W,C; (t) et le prolonge- 
ment analytique de W, du secteur $, au secteur S.est donné par la 
formule W,C7'. On obtient de façon analogue 


Wiss (z, t) — W; (z, t) Ci (6). (28) 


Les matrices C; (t) s'appellent multiplicateurs de Stokes. Nombre de 
leurs importantes propriétés ont été établies par G. Birkhoîff (cf. 
(15), (371). 

Soit y un cercle |z2| = R: > R d'origine et d'extrémité en 
Z0o € S1 N Ser+1 (cette intersection n'est pas vide), orienté dans le 
sens positif. De (28) il s'ensuit que 


vW, —= W,,.1C2r ... C;! 
Montrons que 


Wars: — WiezriD. (29) 
On a D = diag (dy, ..., dh). Fixons les branches des fonctions 
zh, ..., zdn (donc la branche de la matrice 22) dans le secteur S,;, 


puis prolongeons-les analytiquement le long de y de S, à S,, de S: 
à S: et ainsi de suite. D'après (27) 


W,=W, ES, 5:00, WW, 2ES:,,, 2—>00, 
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mais les branches de 22 sont différentes dans ces formules : on ob- 
tient la deuxième en multipliant la première par e“*i2. Donc, lors- 
que Zz—+> co, z € S:, 


WW. War Wezin, 


où W est la branche initiale de la matrice W. La relation (29) ré- 
sulte de ce que la matrice fondamentale est définie de façon unique 
par sa représentation asymptotique. Donc 


YWi=WC, C=e"iPcs! ...Ci!, 


et le groupe de monodromie du système (25) est au voisinage du point 
z = © un groupe à une seule génératrice C (t). 

Les matrices D (t), Ci(t), - .., Co, (t) s'appellent données de 
monodromie associées au point 3 — . On dit que le déformé (25) 
est isomonodrome au voisinage de z — si les données de monodro- 
mie sont indépendantes de f, c'est-à-dire si 


dD=0, dC,-0, 1<I<2r. (30) 


Cette définition ainsi que tous les résultats concernant les propriétés 
d'isomonodromie locale sous la condition 1.2 sont acquis dans [123]. 
Les relations (30) s'appellent aussi propriétés de déformation. Si 
elles sont satisfaites, la génératrice C est indépendante de t. 

Soit la {-forme différentielle 


Q=dW,-Wi. (31) 


Cette forme est univalente dans le domaine R << | 3 | << co. En effet, 


YW: = W.C et comme C est indépendante de ft, on a yQ — Q. Les 
Ciétant indépendantes de £, il vient en vertu de (28) 


Q=dW,.W;! (32) 


pour tous les L. La forme Q est donc holomorphe dans la couronne 
R< |z]|< co. De (27), (31) et (32) il s'ensuit que pour tout Arg z 
on a le développement asymptotique 


Q — dW.W-+W ( > dD;:i} W-, 
F1 


lorsque z —+ co, uniforme en t € U. L'holomorphie de la forme Q 
dans la couronne R<|z|<<œ entraîne la convergence de la série 
pour |Z2|[>=> AR, de sorte que 


DRE PTCELT (33) 
= © N=1 


= © = 


Q(z, t)— | 
J 
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pour |[:|> AR, tEU, les matrices Q,, (t) sont holomorphes pour 
tEU et 


_ 0 
Q,r (t)=r ne À (£). 


Si A (t) = const, la forme Q présente un pôle d'ordre r au point z — 
=. Comme au n° 2 on démontre que la forme Q vérifie les rela- 
tions (13) qui sont équivalentes à la compatibilité du système (14). 
Signalons que les matrices Q,, se calculent à partir du développe- 
ment (33). 

La réciproque est vraie. Si une {-forme différentielle Q (z, t) 
est holomorphe pour R <|z|<< oc, t E U, et présente un pôle 
d'ordre < r au point z — œ,ellese développe en une série de Lau- 
rent C9). Supposons que les matrices Q,,,0<j<r,1<k< m, 
sont les mêmes que dans (33). Les propriétés de déformation (30) 
sont alors vérifiées. 

Si LW = 0, on déduit de (15) que 


d(LW)=0=—L(dW—QW), 
de sorte qu'en posant W — W,, on obtient 
dW,—OW,—-W,B(t), 


m 


où B (t) = 2 B, (t) dt,. Montrons que les matrices B, (t) sont dia- 


gonales. Des conditions imposées à Q, il s'ensuit que 
dW,-Wi1—Q—0(z1) 

pour 2—> 00, 2€S,, et par suite W,B,(t) Wi:=0O (23°!) ou, ce qui 

revient au mème, 


zDeSB, (t)z-De-S=O(z-1), (34) 


où S — D D; (t) =. Supposons que la matrice B, (t) possède un 


élément bg (t) tel que b,, (0) Æ0 si pq. La matrice du premier 
membre de la formule (34) contient un élément de la forme 


bpg (t) z4P-d4 exp {(S)»p —(S )ga} (35) 
Lorsque z2—> 0, on a 
(S) pp — (S) qa riz" (4 (#) — Àq (£)) 


Vu que À, (t) > Àg (9) et que l'ouverture du secteur S est supérieure à 
/r, le module de l'élément (35) croît exponentiellement le long d'un 
rayon Argz — «a, |z2|>> R, contenu dans S,. Ce qui contredit la 
relation (34), de sorte que b,, (t) = 0 pour p  q. La matrice B, (t) 
étant diagonale, le premier membre de la relation (34) est égal à 
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B, (t) et Bx (t) = O (z°1) lorsque z —+ co, z € S,. Donc B, (t) = 0 
pour tous les kÆ et Q est de la forme (31). On démontre de façon ana- 
logue que Q est de la forme (32) pour tous les {. De (28) il s'ensuit que 


Q = Wii Wih =Q+WidCiCr'Wi’, 
donc dC;—0 pour tout !. Enfin, 


Q=Q, VW,=Wierxin®, C—Ci!...Cs, 


T7 9 


vV(dW,.Wil)=Q=dW,.Wi'+2niWdDWi!, 


de sorte que dD = 0. 

Considérons un point singulier irrégulier 32 — œ de forme plus 
générale. Désignons par À, (2, t), ..., À, (z, t) les valeurs propres 
de la matrice À (z, t). Pour |z | > À, ÿ 1 ces valeurs se développent 
en séries de Puiseux de puissances fractionnaires de z: 


CRE SD TA UE 

s=0 
où py, g>1 sont des entiers premiers entre eux. Posons la con- 
dition 

1.3. Pour |:|>R et 1EU, on a les développements 
h(z, t)= 20/0 D Rs (t) 27%, (36) 

s=0 
où p et q sont des entiers premiers entre eux, q > À, p/q > —1etÀ,, (t)# 
Æ Àno (#), j Æ k. 


Si cette condition est satisfaite, les racines À; (z, t) admettent 
toutes le même ordre de croissance lorsque z —— © à l’exception éven- 
tuellement d’une dont l’ordre de croissance sera inférieur. Ces systè- 
mes forment une classe bien plus large que celle des systèmes satis- 
faisant la condition 1.2. Par exemple, l’équation 


w"—a(t) z"7lw =0 


est équivalente au système 


G)-Cozs 0) G) 40-Co 0) 


dont la matrice À,_, (t) est dégénérée. 

En plus des conditions sur les valeurs propres, il est nécessaire 
d'en poser sur les vecteurs propres de la matrice À (z, t). Ces condi- 
tions sont de la même nature qu’au chap. V, $ 4, n° 1. 
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1.4. Il existe une matrice T diagonalisant la matrice À : 
Tr1(2:, t)A (z, 1) T(z, t)=A (2, t)= diag (À,, ..., À,) 
et telle que 


T (z, 1) = Ao(z) To(z, t), 


A(z)=diag (z”1/7,..., z"n/a) 


T, (z, D=> T,(t)z-s1, det T,(t 0. 


Cette série converge pour |21>R, tEU, et la matrice T (z, t) 
est holomorphe par rapport à z et £. 

Le système (25) admet alors une matrice fondamentale formelle de 
la forme 


W (2,0 =T(z, D W(z, tPOexp{S(z, t)}, (37) 
p-+q x o0 
S(z, t)= À D;,(t)2, W=I+S B,(t)z 1. 
J=1 j=1 


Les matrices D (t), D; (t) et B; (t) sont holomorphes pourt € U, les 
matrices D et D;, diagonales et 


(Da (t))55 = (p/g +1)" jo (). 


Soit S un secteur du plan de z complexe de sommet z = 0 et 
d'ouverture xg/(p + q) + 8, O0 < 8 < 1. Le système (25) admet 
une matrice fondamentale telle que 


W (z, = W(:, t), zES, 2— oc. 


La matrice fondamentale W est définie de façon unique par sa re- 
présentation asymptotique. Considérons les secteurs 


1 __: 
S MD 5 <Arg:< = , |[:1> À, 

où Ô > 0 est suffisamment petit. Le système (25) admet alors dans 
le secteur $S ,; une matrice fondamentale W, telle que sont satisfaites les 
relations (27). Ces matrices fondamentales sont liées par les relations 
(28). Choisissons une branche de la matrice z? dans le secteur S, 
et prolongeons-la analytiquement le long de y aux autres secteurs. 

Si q = 1, la condition 1.2 est remplie, de sorte que l’on admettra 
que q > 2. 

Si les relations (30) sont remplies et est de la forme (31), alors 
pour z2E€S, on a 


Q = dT.T-1+TdWW-ITILTWaSW-IT: (38) 
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On démontre comme plus haut que ce développement asymptotique 
est valable dans tous les secteurs S,, de sorte que la forme Q se dé- 
veloppe en la série 


P+Qa m . 
Q (z, t) T , D 2 QT" (£) 27/9 dt, (39) 


convergente pour | z | > R,, t € U. Les coefficients de la série (39) 
se déduisent du développement (38). 

La forme Q (z, t) est généralement multivalente au voisinage du 
point z: — © qui peut être un point de branchement d'ordre qg. On a 


y1S (z, t) = S (cz, t) et on démontre comme plus haut que 


VW: — W Co Co = e2xiaD( Tr ! .…. Cab+o- 
D'où il suit que 
IQ (z, 1) =Q(z, t). 
On a par ailleurs 
vW,(z D =W,l(z DC(E, 
de sorte que 
C7 (£) = Co- 


Supposons que u; (t) et u;, sont les valeurs propres respectives des 
matrices C (t) et Co. Alors pu? (£) — u;, et par suite u}, sont indépen- 
dantes de {. Posons la condition: 


1.5. Les valeurs propres de la matrice C, sont distinctes. En parti- 
culier, la matrice C, est semblable à la matrice diagonale: C, — 
= Ti'A,T, et de façon analogue C'(t) — T-'(t) AT (t), où 


Ao= diag (los ---, Mno)s A diag (li, ..., Un): 


On a p=u;, de sorte que Af=A,, Aj=(T(t) To!) AT (e) Ti), 
d'où il suit que la matrice T'(t) T5! = A, (4) est diagonale et par 
suite C (#) est indépendante de £. Donc, yQ = Q et le déformé (25) 
est isomonodrome. 

Si donc les conditions 1.3 à 1.5 sont satisfaites, la forme Q pré- 
sente un pôle au point z = et vérifie les identités (13). La réci- 
proque est vraie: elle s'énonce comme pour la condition 1.2. Ces 
faits ont été établis par l’auteur. 

Expliquons le sens de la condition 1.5. Considérons le système 


w'=2 1Aw, A0, 
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pour lequel z = 0 est un point singulier régulier. Si la matrice À 
admet des valeurs propres multiples et n'est pas diagonalisable, ce 
système possède des solutions contenant In z. Les valeurs propres de 
À sont distinctes dans le cas générique. La condition 1.5 est aussi une 
condition générique. 

Signalons encore que le cas g = 2 est dans une certaine mesure 
exceptionnel. Dans ce cas l'ouverture de chaque secteur S est égale 


« 


à 2x/(p + 2) et il suffit de prendre seulement p + 3 secteurs S:. 


&. Isomonodromie globale. Considérons le système 


=> - HO HS B,(t) 7, (40) 
J3=0 


2—aj(t) 


où r > 0, les matrices 4 j " B; (t) et les fonctions a; (t) sont holo- 
morphes dans U, les points a, (£), ..., (0) distincts pour 4€ U 
et 4,(0) 0, B (0) 0. Le système (40) présente des points singu- 
liers réguliers a; (£), ., x (t) et un point singulier irrégulier z — 
— ©. On admettra que sont remplies soit la condition 1.2, soit les 
conditions 1.3 à 1.5. Prenons W, (z, t) pour matrice fondamentale 
canonique. Supposons que les différences À;4 (t) — À;s(t), k 5 1, 
des valeurs propres de la matrice À; (t), ne sont pas entières (condi- 
tion 1.1). Soit l; une courbe simple différentiable reliant 2, € S; 
et a;, ajé L;. Les courbes l;, . .., l, peuvent être choisies non sé- 
cantes. En prolongeant analytiquement la matrice fondamentale 
W, le long du chemin !;, on trouve qu'au voisinage du point z = a; 


Wi(s D=W,( DG—a)s, W=T Wir (41) 


Cette série converge au voisinage du point a; et 
dt W,#0, A;(t)=Wyt)L;(t)W3 (+). 


Si y; est un cercle de petit rayon centré en a; et orienté dans le sens 


positif, alors y;Wi = Wie "ils. 


Les matrices D, C,, ..., Cn, L1, ..., L, s'appellent données 
de monodromie (on rappelle que D se détermine à partir de (26) ou 
(37), C, sont les multiplicateurs de Stokes, leur nombre a été in- 
diqué plus haut). Le déformé (40) s'appelle isomonodrome si les pro- 
priétés de déformation 


dD=0, dC;=0,; dL;=0 (42) 


sont vérifiées. En particulier, de (42) il s'ensuit que le groupe de mo- 
nodromie G (t) du système (40) est semblable à un groupe constant, 
c’est-à-dire que toute matrice de G ({) est de la forme T1 (t) CT (t), 
où T (t) est une matrice fixée, C une matrice constante. 


$ 1] SYSTÈMES D'ÉQUATIONS 399 
Considérons comme plus haut-la 1-forme différentielle 
Q(z, t)=dW,(z, t)Wi!(z, p=Ÿ CG t) dt}. 
j= 


Pour tout t € U fixe, les éléments de toute matrice Q; sont des fonc- 
tions rationnelles de z qui peuvent présenter des pôles uniquement 
aux points a ({), ..., ax (t), oo. De (11), il s'ensuit que 

res Q— — À,(t) da;. 

| 
Au voisinage du point z — oc, la forme ( se développe en la série 
de Laurent 


m N 


Q (z, = 2 Y Q,,(t)z"dt, N>0 
= #=-0 


(sous la condition 1.2, on a N = r + 1). Le théorème de Liouville 
entraîne 


k 
A d _s 
Q (z, t)= — }, TT LS SO, (2 dti. (43) 
je j=i s=0 


Pour que le déformé (40) soit isomonodrome, il est nécessaire et suf- 
fisant que la forme Q vérifie les identités (13). Ces identités nous four- 
nissent un système d'équations aux dérivées partielles pour les élé- 
ments des matrices À; (t) et B; (t) et pour les points a; (t). Ceci étant, 
les plus grandes difficultés analytiques sont liées au calcul de la re- 
présentation asymptotique de la matrice fondamentale W, lorsque 
z— oo, zES,. Citons quelques exemples (cf. [31], [123], [124]) 
dans lesquels la forme (2 et les équations du système déformé isomo- 
nodrome sont explicitement trouvées. 


1. Considérons le système 
du À . 
= (2 7 +4«) W, Ao=diag(ts, ... fn). 
J2= 


Les matrices À ; sont constantes et possèdent des valeurs propres sim- 
ples, les variables indépendantes sont a;, ..., ax et #1, . .., &,. 
La forme Q s'écrit 


k 
Q — 2 Ajdin(z—a;)+ d (z4<)+8, 
2= 


R 
8,;=0, On= 2 (4)n din (t— 1). 
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Le système déformé isomonodrome est : 


dA; = — À [4y, Ay]din(a;—a;)—[A,;, d(a; An) +81]. 
J'#j 


2. Considérons le système 
2-5 = (A(D)2+B(t)z+C(t)w, A=diag(a, ..., a), 
oùa; ({)Æa;(t) pour tEU,iz )j, les valeurs propres de la matrice 


C(t) sont telles que les différences À; (ft) — À; (t), i Æ j, ne sont pas 
des nombres entiers. Soit À = (r;;) une (n7 X n)-matrice. Notons 


XO) = diag (ris, ..., Tan). 


Soient A (t) une matrice diagonale dont les éléments diagonaux 

At), ..., Ant) sont distincts, {X} une matrice d'éléments 

{Aa ui = 0: {Aa is =) tx; isj,et{X, X'}A = {[X, X'J}a. 
Dans ce cas 


Q=2D4+IV+0, D dA, W—dB%+ TE {dA, Bla, 
. 1 1 
0—{D, Cha+{V, Bat diag {+ D bnbud(——)} es 
kl _ 


et le système déformé isomonodrome s'écrit 
dB=VW+1[6, B]+[Y, CI, dC=10, CI]. 


Pour variables indépendantes on peut prendre les éléments des ma- 
trices À et Bt). 


3. Considérons le système 


2 = (tE(t)+F(t)+:G(t))w, E=KEK*, 


où G(t), E (t) sont des matrices diagonales d'éléments diagonaux 
respectifs g, (t) et e; (t) distincts, la matrice X (t) holomorphe et ré- 
gulière pour t € U. Les systèmes des exemples 1 et 2 présentaient un 
point singulier irrégulier z =  ; le système envisagé ici admet deux 
points singuliers irréguliers : z = 0 et z = co. 

Ce système possède une matrice fondamentale formelle de la forme 


W (2, D =W(z, t)z2e'exp{zG(t)}, W=1+ > B,(t) z' 
= 


et trois matrices fondamentales W, (z, t) pour lesquelles cette série 
formelle est asymptotique pour z € S,, z—> 00, L = 1, 2,3 
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Etudions la représentation asymptotique des solutions lorsque 
z—> 0. La substitution W — KZ nous conduit au système 


= (CtËÈ + TIKIFK + K-GK)Z, 
qui possède une matrice fondamentale formelle de la forme 


Z (z, t)=Z (z, t) 2Pe(t) exp{—2t£ (t)}, Z=1+ D B, (t) 27. 
j=i 


Soit $, le secteur —ô + x (l — 1) < Argz ni, |z|<r, 8ô>0 
est petit. Il existe alors trois matrices fondamentales Z, (z, t) telles 


que Z, — Z lorsque 0,27€ S « Les multiplicateurs de Stokes as- 
sociés aux points z = œ et z = 0 sont définis par les formules 


Wii WCi”, Zi ZiCT. 
Introduisons la matrice de liaison Q: 
Wi=8#2ZQ 
et définissons les propriétés de déformation de la manière suivante: 
dDs—0, dD,=0, dCf—0, dCf=0, dQ=0. 
Posons L = z d/dz — (FE + F + 2G). 
Les propriétés de déformation sont vérifiées si et seulement si 
les matrices G, F, E et Æ satisfont le système non linéaire 
dL=1[Q, L], d—Q/AQ, 
dK=K{dE, KFK}. +{dG, FicA. 
La forme Q s'écrit 
Q=120+W+210, D—dG, Y—{dG, Fh, 60=—KdEK 1. 


Le système ci-dessus est équivalent au système complètement inté- 
grable 


dK=K{dEË, K-\FK}. +{d6, FjK, 
dF=1[®, E]+1(0, G|+[Y, F1. 
4. Considérons le système de deux équations 


Y 
Lw=0, L=<— ETES ES H,(:—a)"| ’ 


j=1 
ou 


G=diag(gi(t), g(t)), E=KEK!, É—diag(e;(t), e2(t)), 
H;=T\;,diag (0, 1) T;!, (t)Æg(t), e: (1)  e2 (E), 


26—01011 
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toutes les matrices sont holomorphes dans U, et a;, des constantes 
distinctes. Ce système admet des points singuliers réguliers en a, ... 
..., a et des points singuliers irréguliers en 0, co. 

Ce système possède une matrice fondamentale formelle de la 
forme 


W (2, D =W(:, t) 270 exp {:G (4)}, 


où la matrice W se développe comme dans l'exemple 3°, et trois 


matrices fondamentales telles que W,=W lorsque z2—+ 00, :E€S1. 
Le changement W — KZ ramène le système à la forme 


N 
a [SRE + SURKIFK + KOUGK+ D KUH,K (—aÿ)t]Z. 
j=1 
Ce système admet une matrice fondamentale de la forme 
Z (2, D=Z(z, D 22Dexp{— 21 (1)}, 


où la matrice Z se développe comme dans l'exemple 3°, et trois matri- 
ces fondamentales Z, telles que Z; — Z lorsque z— 0, z2€ S;, (les 


secteurs S, sont les mêmes que plus haut). Les multiplicateurs de 


Stokes Cf”? et C{° sont définis par les mêmes formules que dans l’exem- 
ple 3°. Au voisinage du point a; on a la matrice fondamentale 


Wal D) =Tij(c—aÿ D,(2, t)(2— a)", 


(01) (0 0) 


la matrice D; est holomorphe au point a; et D, (a;, t) = I. Introdui- 
sons les matrices de liaison 


W; = KZ;Qo Wi=WaQ 1I<j<N, 
et les propriétés de déformation 
dDm—=0, dD,=0, dCf”=0, dC=0, dQ,=0, 
d(Q;'L5Q)=0, (1—J)dQ;-Q5'J=0, 1Si<N. 
Ces propriétés de déformation sont vérifiées si et seulement si les 


matrices G, F,E, Ket H ; satisfont le système d'équations non liné- 
aires 
dL={[Q, L], dà=QA9Q, 


N 
dK=K{dË, K°FK}.+{dG, F+Ÿ H;} K. 
j=1 
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La forme Q s’écrit 


Q=:D+LW +6, ®P -- dG, 
N …. 
Y={dG, F+ŸH;}, 0=—KdEK". 
j=1 G 


Le système ci-dessus est équivalent au système complètement inté- 
grable 


dK=K{dE, K-FK}.+{dG, F+È SH}, K, 


dF= ID, El+16, CI+IY, FI— À 5116, H;1, 
j=1 
dHy={Qla, Hjh 1Ki<N. 
Signalons que l'équation contenant dX est la condition de compati- 
bilité du système 
K”'LKZ,=0, dZ,—(K"10X — K-1dK) Z.. 


9. Considérons le système 


Lwu=0, L= a _Fc+r+5 H;(z2—a;) ‘|, 


j=i 


où les matrices G, F et FH; satisfont les mêmes conditions que dans 
l'exemple 4. Ce système admet des points singuliers réguliers en 
y, +. -, AN et un point singulier irrégulier en z — co. Il possède 
une matrice fondamentale formelle de la forme 


W (z, 1) = W (z, t) DO exp {(22G);/2+ :F0IY, 


où W se développe en série comme plus haut, et quatre matrices fon- 


damentales telles que W, — W lorsque z —+ oo, z2€ Sy. Les multi- 
plicateurs de Stokes C, et les matrices de liaison Q; sont donnés par 
les formules 


Win = WiC Wi=WaQ;, 
et les propriétés de déformation s'’écrivent 
dD=0, dC;=0, d(Q;'L;Q;)=0, (1—J)dQ;-Q;'J=0. 


Ces propriétés sont vérifiées si et seulement si les matrices G, F et H, 
satisfont le système d'équations non linéaires 


dL=[Q, LI, d@=Q A0. 
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La forme Q s'écrit 
= #40 + 2V+0, D-dG/2, W=dFO)+{D, Fh. 


8={, 5 4}, : 4, Flo 


j=1 
1 .. 
FT diag (fi2f21d (81 — Le) À for f ad (ga — g1)71). 


Le système ci-dessus est équivalent au système complètement in- 
técrable 


N 
dF=Y+16, FI+ © a;|®. H+Ÿ [Ÿ, H,}, 
dH;=1Q: °=a ; » Hj}, LIEN. 


Considérons le systeme 
al s& 


j 
= Lu, L=— DE 2—aj 2 (2 nr +3 0 (44) 


Ta 


où s; > 2, les matrices À; (t), B;, (t), Q; (t) et les fonctions a; (t), 
b; (t) sont polomorphes pour 4€ Ü, les points a, (£), .- .., ax (t), 
bi (t), ..., by (t) sont distincts pour t € l’, A; (0) Æ 0, B;. s (0) = 
Æ 0 et Q, (0) 0. Ce système admet des points singuliers réguliers 
en &, - - -, ax et des points (généralement) irréguliers en b,, . . ., by, 
co. Supposons que les différences des valeurs propres de chaque ma- 
trice A;(t) ne sont pas des nombres entiers (condition 1.1), et que les 
valeurs propres de chaque matrice B}; s; (t) et Q, (t) sont distinctes 
pour {€ U (condition 1.2). 

Soit S , le secteur x (L — 1)/(W + 1) — 8 < Arg z < ax l/(M + 1), 
où Ô > 0 est petit. Le système (44) admet une matrice e fondamentale 
formelle de la forme (26) et des matrices fondamentales W, telles 


que W, — W pour : + ©, z € S,. Les multiplicateurs de Stokes sont 
définis par les relations 1,1, — WC? 

Fixons j et soient S ;, les secteurs 
n(l—1)/(s;—1)—Ô0<Arg (2—b,)<Lal/(s;—1), 1=1, ..., 2s;—1, 


où Ô >> 0 est assez petit. Le système (44) possède une matrice fonda- 
mentale formelle de la forme 


: W, (z, t)= Wa, (z, À) (:—b,)7ie"s, 


ou 
sj— 1 


W,=Ti(+ 2 F,,(t)(z—0b,) et S,— 2 D,,(t)(z—b;)"*. 
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Les matrices D; (t) et D,, (t) sont diagonales 
T5 (1) B;,.,() T3) = A; (4) = diag (A (#), -.., An (t)), 
où Àj, sont les valeurs propres de la matrice B;,,.(t) et 
D;, sj— 1 — (1 — s;)"! 
Le système (44) admet des matrices fondamentales telles que 


We. 1 Wa, lorsque z—b;, zES,;. Les multiplicateurs de Stokes 
sont définis par les formules 


Gp 
We. 1 We, 1Ci° 


Introduisons les matrices de liaison Q;: 
Wi=TYT;We, 1 Q;, 
où 7 (t) est une matrice telle que 7-1(t)Q,,(t)T (t) est diagonale. 
Au voisinage du point z=a; on a (cf. (41)) 


W, (z, t) — Wa, (z, t) (2—a;)"i, Wa,= D Gjs (£) (2—a;), 
s=0 


la matrice Wa, (z, t) est holomorphe au point z2=a};. 
On appelle données de monodromie l’ensemble de matrices 
D, D;, L;, ci”, Cr”, Q;- 


Les propriétés de déformation sont définies de la manière sui- 
vante : 


dD=0, dCi*’=0, dD,=0, dCi?-0, dQ,=0, dL,—0. 


Pour que ces propriétés soient vérifiées, il est nécessaire et suf- 
fisant qu'existe une 1-forme différentielle © (z, £) (possédant les 
propriétés mentionnées plus bas) satisfaisant les identités (13): 


dL =[Q, L], d@ =Q/A0Q. 


La forme Q s'écrit 


M+1 N  s#j7i 
Q (2, t)= -2 + 3 0, ()2+ D 2,0 G—0)). 
J= J=1 s=! 


Les formes Q, et Q;, sont es coefficients des développements asymp- 
totiques de 


dW,.W;' (z —+ oo, zES:) et dWi,1 We, : (z— b;, zES;:). 
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(Pour le point z = co, ce fait a été établi plus haut ; cf. (26) et (27)). 
On a des résultats analogues dans le cas où des conditions de type 
1.3-1.5 sont imposées aux points singuliers irréguliers b,, . . ., by, oo. 


$ 2. Déformations isomonodromes 
des équations scalaires 


1. Isomonodromie locale. Soient D un domaine simplement con- 
nexe borné du plan de la variable complexe z, UE C” le domaine 
des valeurs des paramètres £ = (t,, . .., t,), O0 € U/, le domaine U 
étant supposé assez petit. Considérons l'équation différentielle ordi- 
naire linéaire d'ordre nr 

n-1 


Lu = uw — À P;(& t)}u®)=0 (1) 


pour z€ D,tE U. Cette équation s'appelle déformée d'une équation 
de la même forme dans laquelle £ = 0. Soit {w, (2), . . ., w, (z)} un 
système fondamental de solutions de l’équation (1). On écrira ce sys- 
tème sous forme d'un vecteur ligne w (z) = (w, (z), . .., wh (z)). 
La matrice fondamentale correspondante est de la forme 


W,(z, t) .…. Un(zt) 
W (z, t) = vi (z, t) Un (z, t) 
win 1) (z, lt) ... utn-1) (z, t) 


Supposons que les coefficients de l'équation (1) sont tous de la 
forme 


pitz t)=(2—a(t))"q;(, t), (2) 


où les fonctions g; (z, t) et a (t) sont holomorphes dans D X U et U 
respectivement. Le point z = a (t) sera alors généralement singulier 
régulier pour l’équation (1). Les conditions imposées au point a ({) 
et au domaine U sont les mêmes qu'au $ 1 du présent complément, y 
est une courbe analogue contournant le point z = a (t) dans le sens 
positif. 

On dit que l'équation déformée (1) est isomonodrome dans le do- 
maine D s’il existe un système fondamental de solutions w (z) tel 
que 


vu = WC, (3) 


où C est une matrice constante d'ordre #. Ce système fondamental et 
la matrice fondamentale correspondante seront appelés canoniques. 
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A l'équation (1) est associée l'équation déterminante en z = a (£): 
A(A—1)...(—n+1)—A(A—1) .…. 
..(A—n+2)qnu(a(t), t)+...—=0. (4) 


Si l'équation ({) est isomonodrome dans le domaine D, les racines de 
l'équation (4) sont indépendantes de &. Montrons ceci dans le cas élé- 
mentaire où est satisfaite la condition 


2.1. Pour j #Æ k, les différences À; (t) — À, (t) des racines de l'é- 
quation (4) ne sont pas des nombres entiers. 

Il existe dans ce cas un système fondamental canonique de solu- 
tions de la forme 
wo(z, )=((2— a) 0 pis, t), ... 

Gare (z, D), plat), D=1 (5) 
Les fonctions ; (z, t) sont holomorphes dans le domaine D x U. 
On a 
w= WT (t), YU — ue2tiAU), 
où A(t)=diag (À, (£), ..., À, (t)). Donc 
vw — wTC=uTetiA, erriA = TICT, 


et comme les matrices e2*iA et ( sont semblables, il s'ensuit que 
les À; (t) sont indépendants de t. 


Théorème 1. Pour que l'équation déformée (1) soit isomonodrome 
dans D, il est nécessaire et suffisant qu'existent des fonctions À ;; (2, 
t), -.., An-1.7 (2, t), holomorphes pour z € Da, t EU, et un sys- 
tème fondamental de solutions w (z) tels que 

ni 
ôw 
D = D Anj(z, t) ut (6) 
k=0 
pour toute solution w, € w. 
Pour prouver ce théorème, considérons la 1-forme différentielle 


Q — W-1d4W. Supposons que W est une matrice fondamentale cano- 
nique. La forme {2 est alors univalente dans Da et 


dW = Q (z, t) W. 
En identifiant dans cette identité les éléments des premières lignes 


des matrices qui sont les coefficients en df,, . .., dt,, on obtient (6). 


Si l’identité (6) est vérifiée, la forme Q est univalente dans Da. 
On a 


yW=WC(t), YR=Q, W-iC1dCW=0, 
de sorte que dC = 0 et C est indépendant de £. 
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De (6) il s'ensuit que si w est un système fondamental canonique 
de solutions, on a 


Ans (r ©) = An (2 t) AT (2, à), (7) 


où À = det W (2, t) est le wronskien des solutions w,, ..., wh, 
Az le déterminant déduit de À en remplaçant la k-ième ligne par la 
ligne 0w,/0t;, . . ., ôw,/ôt;. 

Le point z = a (t) est soit un point d'holomorphie, soit un pôle 
pour chaque fonction 4;; (z, t). En effet, de la structure de la matrice 
fondamentale au voisinage d’un point singulier régulier (chap. I, 
$ 2, (15)) et de (6) il s'ensuit que la fonction À;; (z, t) peut croître 
moins vite qu'une puissance de | z — a | lorsque z —+ 4. 

Supposons que les coefficients de l’équation (1) sont holomorphes 
pour |Z2|l>R,4tEU, et se développent en les séries convergentes 


m 


P;j= el Pr (t) 2°, 


et de plus m, > —n, Pom. Æ 0. Le point z — © est alors un point 
singulier irrégulier pour l’équation (1). L'équation caractéristique 
est de la forme 


n-1 
A — D pi(z, t) M —0. 
j=0 
Posons 
À — zme/nu, È = gin, 
alors 
| n-1 | 
p"— 5 pj(z t) sm fui = 0, (8) 
2= 


Posons la condition (analogue à la condition 1.3): 


2.2. Les coefficients de l'équation (8) possèdent des limites finies lors- 
que z —+ © et les racines de l'équation limite sont distinctes. 
Alors m; < mo (1 — j/n) et pour [2] R,tEU,ona 


pe D p(t)z 7, Uo(t)#0, j=1, ...,n. 


Soit Sy le secteur nn (1 — 1) r/(m, + n) — Ô < Argz < 
<rin/(m,+ n),où ê>>0 est assez petit. L'équation (1) admet alors 
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Î 


un système fondamental de solutions tel que w' — L pour 2€ S:, 


z— 00, où w, sont des séries formelles 


: mo+n 
2y= 20 exp {San (27) y (9) 


Gjo(t)Æ0, p;=1+ à Pa (1) 27*/7. 


Le terme principal de la représentation asymptotique est indiqué 
au chap. V, $ 3, (13). On a w!*t = w!C;; les matrices C, s'appellent 
multiplicateurs de Stokes. L'équation déformée (1) est dite isomono- 
drome au voisinage du point z = si les propriétés de déformation 
suivantes sont satisfaites : 


dr; = 0, dC;, = 0. 


Dans ces conditions on a y! = w!C,, yw! = w'C (t), où la matrice 
C, est indépendante de ft et y est un cercle | z | = À, orienté dans le 
sens positif, d’origine et d'extrémité en z, € S,. Comme au $ 1, 
n° 3, on démontre que si les valeurs propres de la matrice C, sont 
distinctes, alors dC = 0, et le point : — est soit un pôle, soit un 
point régulier pour toutes les fonctions À,;; (2, t). 


2. Isomonodromie globale. Supposons que l'équation (1) possède 
des points singuliers réguliers a, (t). . .., ax (t) finis et distincts 
pour { € U et que le point z — est soit un point régulier, soit un 
point irrégulier du type décrit ci-dessus. Dans le dernier cas, pour 
système fondamental canonique on prend le système w!. La condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que l'équation (1) soit isomonodrome 
est qu'il existe des fonctions 4,; (2, t) telles que soit satisfaite la 
relation (6) pour toutes les solutions du système fondamental cano- 
nique. Les fonctions 4,; sont des fonctions rationnelles de z qui ne 
peuvent présenter des pôles qu'aux points a;,, ..., ax, oo. 

Donc, dire que l'équation (1) est isomonodrome revient à dire 
que les équations (1) et (6) sont compatibles. Mais même dans le cas 
où £{ est un paramètre et nr > 3, on obtient pour les fonctions À; 
un système assez volumineux et peu étudié. Seules les équations du 
second ordre ont fait l’objet d’une étude assez complète ; plus bas 
on passe en revue des résultats connus. 


3. Equations du second ordre. Considérons l’équation 
u"=p(z, t)w'+q(z, t)u. (10) 
Soit t € U un paramètre, 


P-2 RTE -5 +] 
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les fonctions &;, B;, y; et z; dépendent de # et sont holomorphes pour 

t EU. L'équation (10) possède des points singuliers réguliers z,({), ... 

-.s Zn (t) et éventuellement le point singulier z = . On admet 
que les points 2,, ..., z, sont distincts pour t € U. 
Au point z = z; l'équation déterminante s’écrit 


A(A—1)= a; +p,;. 
Si l’équation déformée (10) est isomonodrome, les exposants carac- 


téristiques ne dépendent pas de £ au point z;, de sorte que les fonctions 
a; et f, sont indépendantes de £. La substitution 


w=exp{t | p(, D a}u 


ramène l'équation (10) à l’équation binomiale 


u=Ru, R=g—E+r (41) 


Les équations (10) et (11) admettent les mêmes points singuliers et 
du fait que a; sont indépendants de t. il s'ensuit qu'il y a équiva- 
lence entre l’isomonodromie de l'équation (11) et celle de l'équation 
(10). I1 suffit donc de se limiter à l'équation 


w"—=p(z, t)uw (12) 


Supposons que cette équation est de la classe de Fuchs, c'est-à-dire 
que tous ses points singuliers sont réguliers. Alors 


. 2 +]: q3) 


2 —2;j 


et de plus les a; sont constants. Il est entendu que l’on admet que 
l'un des nombres a, et b; (0) est non nul, j = 1, ..., n. Au point z; 
l'équation déterminante est de la forme À (À — 1) — a; — 0, de 
sorte que 


À + ho — 4. (14) 


Le point z — © est un point singulier régulier ou non singulier si et 
seulement si 


> b,(t) =0. (15) 
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Au point z2— 0 les exposants caractéristiques se déterminent à par- 
n 

tir de l'équation À (À + 1) — D (ay + b;z;) et comme ils sont in- 
j=1 


dépendants de f{, on a 


V4: 


bi) 25) = x, (16) 


LEA 
Î 
[2 


où x est une constante. | 

L'équation déformée (12) est isomonodrome si et seulement s’il 
existe un système fondamental (canonique) de solutions w et des fonc- 
tions À (z, t) et B(z, t) tels que l'identité 


w, = Bu + Au (17) 


est vérifiée pour les solutions w, et u’, du système fondamental cano- 
nique. Les fonctions À (z, t) et B(z, t) sont des fonctions rationnel- 
les de z et peuvent présenter des singularités uniquement aux points 
singuliers de l’équation (12). Ces faits sont exhibés au n° 1. 

Donc, dire que l'équation déformée (12) est isomonodrome revient 
à dire que les équations (12) et (17) sont compatibles. En se servant 
de l'identité (w”)}; = (w,)” et du fait que si w est solution de l’équa- 
tion (12), les fonctions w et w’ sont linéairement indépendantes, on 
obtient le système d'équations 


2B° + A" =0, p, = B” + 2pA° + p'A. 


En posant B — —A4”/2, on obtient pour la fonction À l'équation 
A°°" — 4pA° — 2p'A + 2p, = 0. (18) 


On reconnaît ici une équation différentielle ordinaire linéaire en z 
dans laquelle £ joue le rôle d’un paramètre. La fonction À (z, t) 
s'exprime au moyen du système fondamental de solutions par la for- 
mule 


41 | W, L'? WU, Us 
A (wie (uw lui w, 


Soit w (z, t) un système fondamental de solutions quelconque. Alors 


w = w C (t), où C est une matrice d'ordre deux. Si B = C,C-! = 
— (b;, (t)), alors 


À = AT [bou + (02e — Dys) Was — bas + ww — ww], (19) 
où À est le wronskien des solutions w, et uw. 


Etudions le comportement de la fonction À (z, ft) au voisinage 
des points singuliers de l'équation (12). 
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1. Supposons que la différence À; — À.; des exposants caracté- 
ristiques au point z; ({) n’est pas un nombre entier. Il existe alors un 


système fondamental canonique de solutions w# de la forme 


w==(z—2;)hiq(z, 1), Pay(z; (0), t)=1, 


où les fonctions ,; sont holomorphes par rapport à z au voisinage du 
point :;. En vertu de (14) les nombres 2À, et 24, ne sont pas entiers 
et de (19) il s'ensuit que b,, = 0, b:, = 0 et que 


Ag = —3; (0) (20) 
La fonction À (z, t) est donc holomorphe en 3: = :;. 
2. Supposons que À,;—2,;—m,où m>0 est entier, de sorte que 
Mj=(1+m)/2, ho; =(1—m)/2. 


Dans ce cas l’une des solutions du système fondamental canonique 
peut contenir le logarithme In (2 — z;). Posons la condition 


2.3. Le système fondamental canonique de solutions ne contient pas 
In (z: — z;) au point 2,. 

Pour m > 2, la fonction A (z, t) présente en z; un pôle d'ordre 
1 — m. 

Soient Àj o €t À+% les exposants caractéristiques au point z = oo. 


3. Supposons que Àœ — À++ est un nombre non entier. Le point 
z = © est alors soit un pôle du premier ordre, soit un point d’holo- 
morphie de la fonction À (z, t). 


4. Supposons que À1æ — À°% — M, où m > 0 est entier, et que 
la condition 2.3 est satisfaite. Le point 3 — est alors soit un pôle 
d'ordre Sm + 1, soit un point d’'holomorphie de la fonction À (z. t), 
et m > 2. 

La condition 2.3 est satisfaite si a;, b; et :; sont reliés par certai- 
nes relations. Pour m» = 2 la condition 2.3 équivaut à la relation 


_ à 8 ak bh 
aj= +, 6-2 ler + |: (21) 


Les propriétés 1 à 4 imposent certaines conditions au nombre 
de points singuliers de l'équation (12) et à leurs exposants caracté- 
ristiques. Cette question n’est pas entièrement étudiée et nous nous 
bornerons à un seul exemple. Supposons que toutes les différences 
}1ÿ — Àojs Mo — Às% Sont des nombres non entiers. Pour # fixe, la 
fonction À (z, t) est alors une fonction rationnelle qui prend des 
valeurs données aux points z; (cf. (20)) et présente un pôle du 
premier ordre ou est holomorphe au point z: — oc. De là il s'ensuit 
que n7 < 2 et l'équation (12) possède au plus trois points singuliers 
sur la sphère de Riemann. 
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R. Fuchs [69] a étudié l'équation (12), où 


b c œ B 


= 0 0 5 
Pr T (=: —1)° + (= —1)° + 3 ‘ z—1 


+ + —— , (22) 


et À = À (t). Cette équation présente les points singuliers 0, 1, #, 
À et co. Supposons que les équations déformées (12) et (22) sont iso- 
monodromes. On demande d'établir pour quelles fonctions X% (4) 
cela est possible. 

Les fonctions a, b et c sont indépendantes de £{. On admet que les 
différences des exposants caractéristiques sont non entières aux 
points 0, 1, À, et que z: — est un point singulier régulier. Ceci 
nous conduit à la relation (cf. (13)) 


a+—Bp+y+e= 0. (23) 


Supposons que le système fondamental de solutions ne contient pas 
In (: — À) au point z — À. Alors (cf. (21)) 


fs) Ÿ __ a b n c 9/ 
PER tee Pet m. (2) 


L'indépendance de À, et À.+< par rapport à { entraîne que 
ai + B(A—1)+ y — Et) = x, (25) 


où x est une constante. 
De 1 à 4 il suit que la fonction À (z, ft) présente des zéros aux 
points 0, 1 et des pôles du premier ordre aux points À. oo. Donc 


A=M ED, 
= —h) 
où if est une constante. D’après (20) on a À (1, £) — —1, de sorte 
que 
M =} 


 t(t—1) ° 


En portant l'expression de À dans l'équation (18), on obtient 
le système d'équations 


a = M (— + +20 —— em. ———) , 
f=mu[-t + ar |: 
: AR —1)— (RE, 9. (À —1) 
” =D 26 GR [L 
= M(2À — 1 2e (à —1)]. 


(26) 
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En se servant des relations (23) à (25), on trouve 


x  A(2A—I— 1) A (À — 1) (À — +) 
nr &(=1D(—-1n  P t + 
Î t(t— 1) ( dÀ : À—1 \2 
4 AGA—TD(A 0) \ | ? 


=, — XD , A1) CA: 
p— t— 1 LP TTET TENTE) ÈS 
+ A(A— 1) 8) t2(t—1) (& À \2 
t— 1! 4A(ÀA—1)(ÀA—t) \ dt — +.) ’ 


#(À—1) (À—1)(2à — 1)° 
t(t—1) &t(t—1)A (À —1) 


ACA—1)(A—1) t(t—1) dÀ \2 
t(t—1) + &A(A—1)(ÀA —1) (+) 


La fonction p intervient dans la formule (24). En portant ces expres- 
sions dans le système (26), on obtient 
d} Ài—1 . d?. À dh 
(er) 2-0 (-+)DG)-0, F-DG)=0, 
où 
d°À 1 1 Î dh 
DO) = +(5+ TT ) + — 
1 [1 1 dd 2 9 AG—1)UA—D 
2 (++ IT it | (+) — 2 t2(1— 1) É 
1 t 1 t—1 t(t—1) 
x [t—x+atéte— (at) + (+) rc]: 
(21) 


Pour que l'équation déformée (12), (22) soit isomonodrome, il 
est nécessaire que la fonction À (t) vérifie l'équation 


D (à) = 0. (28) 


Cette équation s'appelle sixième équation de Painlevé (PVT). 

Faisons quelques remarques sur les équations non linéaires. Les 
solutions de l'équation différentielle linéaire sous la forme normale 
ne peuvent présenter des singularités qu'aux points en lesquels les 
coefficients de l’équation en présentent. De tels points singuliers sont 
dits fixes. Les solutions des équations non linéaires peuvent admettre 
des points singuliers mobiles. Par exemple, les solutions de l’équa- 
tion w’ — w* sont données par les formules w = (2 — cj}, w = 0. 
Si la condition initiale w (z,) — w, est donnée, on peut par un choix 
convenable de z, et w, faire en sorte que la solution w admette un 
pôle en tout point donné à l’avance du plan complexe. 
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Painlevé a posé le problème suivant. Etant donnée une équation 
non linéaire du second ordre 


__ P(,w.uw 9 
7 TE ue) ? e9) 


où P et Q sont des polynômes de w# et w”, à coefficients analytiques 
par rapport à z, établir les conditions sous lesquelles les solutions 
ne possèdent pas de points singuliers essentiels mobiles et de points 
de branchement, c'est-à-dire les solutions ne peuvent admettre que 
des pôles mobiles. Ce problème a été résolu par Painlevé et Gambier 
au début du siècle [10], [15]. On a prouvé l'existence de 50 classes 
distinctes de telles équations. Six d’entre elles sont irréductibles, 
c’est-à-dire telles que leurs solutions ne s'expriment ni par des fonc- 
tions élémentaires, ni par d’autres fonctions spéciales transcendantes 
connues. Ces solutions s'appellent solutions transcendantes de Painlevé. 
Les cinq premières équations (PI) à (PV) se déduisent de l'équation 
(PVI) par des passages à la limite sur les paramètres figurant dans 
l'équation. Les déformées isomonodromes des équations linéaires du 
second ordre sont donc liées aux équations de Painlevé. 
Considérons l'équation (12). où 


M by, À 
=D ft] (30) 
jæi j=0 


et les fonctions a;, b;, c; et z; sont holomorphes par rapport à t{ pour 
t E U. Supposons qu'est satisfaite l’une des conditions: 


1) Cm (0) Æ 0; 
2) tous les c;(t)=0, mais > b; (0) 0. 


j= 
Posons m — —1 dans le cas 2). L’équation (12) possède alors des 
points singuliers réguliers en z, ({), . .., z, ({) et un point singulier 
irrégulier en z — co. 

Etudions le comportement de la fonction À (z, t) au voisinage du 
point z — oc. L'équation (12) possède un système fondamental for- 
mel de solutions de la forme (chap. II, $ 3, (4), (5)) 


. _1 
wi=di(t)p teb, j=1, 2, 


O0 


= [VrE D&+D [ot Da, (31) 
20 L 


La 
(9 


Il 
— 


(— 1 | a (6, 1, 


LM 8 Br, 


+- 


= (VrGn& 


La 
| 
CES 
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où z, est un point fixe, d; des multiplicateurs de normalisation qui 
seront définis plus bas. Montrons que si l'équation déformée (12), 
(30) est isomonodrome dans un voisinage du point z = ©, la fonc- 
tion À (z, t) présente en ce point un pôle du premier ordre. Etudions 
séparément les cas où mr est pair et impair. 


{. m est pair. Soient les secteurs 


SR —6< Are << :1> AR, l=1, ..., m+3, 


m + 2 2 ? 


où Ô >> 0 est assez petit, À >> |z, (t) | pour tous les j, t € U. Les 
intégrales de la formule (31) sont prises le long de chemins contenus 
dans le secteur S,. Tirons du développement (31) des séries formelles 
de puissances de z!. On a 


— oz Æ C 
VRe, Da= 55 (145 ne), 
s—=Î 
Lt = 
CELA SCENE ACER E 
s={ 


an, Dr tt dm Ÿ $,(9 2° 


e —_—) du 


i 
p * 


= 
> 


et les intégrales des fonctions &; se développent aussi en séries de 


puissances de z!. Fixons une branche de V z dans le secteur S, et 
prolongeons-la ensuite analytiquement de S, à S,, puis de S. à Ss 
et ainsi de suite. Posons 


1 
— 9 PT 
di,a(t)=cm (texp{r Em pus (1)}, 


—— 
D 


on obtient alors 


u;= 2 je [1 +È Pjs (t) ri| , M Mn 


(32) 
2Vem -m2+1 S _s 
Un T2 2 IE (1+5 ds(t)z ]. 
s={ 


Dans chaque secteur S, il existe un système fondamental de solutions 


tel que wi — w; lorsque z + 0, z € S,. Les multiplicateurs de Sto- 
kes sont définis par les relations w!*! = w!C},. Le wronskien A des 


solutions w! et w! est égal à —2V/c,(t). Pour système fondamental 
canonique on prend le système w!, de sorte que 


A(z, D=—(2V cn 0) (wii). 
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De (32) il suit que 
» ue Cm (t) - 
A (z, t) m+2) cmt) Cm (4) Z2, Z2—> O0, (33) 
et que À (z, t) présente un pôle du premier ordre en z — c. On re- 
marquera aussi que 


, 
nas + V0 ge, rte 2 


2. m est impair. Traitons d’abord le cas où m >> 1. Les secteurs S, 
et les contours d'intégration se définissent comme plus haut. Choi- 


sissons les branches des fonctions Vz et Ÿ z dans le secteur S,. Les 
fonctions p”!/% et «a, admettent les mêmes développements en série 
que plus haut: 


Vrat= Ven pme + D BG) +10. 
Ze s—1 
{ 


Posons d,.,— ch eF/{#), Les développements des fonctions £, ne con- 
. . m 

tenant pas 2:7{, il vient ri=r,— — 7. On a 
_ LR Sas 

Wj=z À "| 1 +2 Ps (4) gr" 2 | » = —1 

VE 4 (m+1)/2 (34) 
C 2 un 
mers (+ Z ur). 


Le wronskien des solutions w: et wi est comme précédemment égal 
à —2V cn. w! est pris pour système fondamental canonique, w! et 
les multiplicateurs de Stokes se déterminent comme plus haut, et 
la fonction À admet la représentation asymptotique (33). Mais ici 
les développements des solutions contiennent Vz. Montrons que la 
fonction À (z, t) se développe en série de puissances de 7°}. On a 
(toutes les séries sont asymptotiques lorsque z — oo, z2€ S.) 


wiw,, — ww, = did,p71/2eñrt$s (dE —E) , 


dd,=ct/?, E+E— 22 on (b, t) dt, 


L 
Er —E, — — 2 | Vp (&, t) dt — 25 À ans t) dE, 
h=0 00 
de 


27—01011 


41S COMPLEMENT. DÉFORMATIONS ISOMONODROMES 


Pour k pair, les fonctions &; se développent en séries de puissances 
de z-!, de sorte que E, + E ne contient pas V:. Pour k impair, 


a=2"425 ôy,z, les puissances de 2"? étant toutes strictement 
1 
négatives, 2f(t) se simplifie, de sorte que 
E—E=292 D fi(t)z. 
s=0 


Donc, la fonction À (z, t) se développe en série asymptotique de 71 
lorsque z— co,zE€S,. De la représentation asymptotique du système 
fondamental w! il suit que ce développement est valable dans tous 


les secteurs S,, de sorte que À — 2Ÿ A,(t)7* lorsque z — . De 
s—0 


l’analyticité de la fonction À dans le « domaine |z | > R il résulte que 
la dernière série converge et est égale à À (z, t). 
Supposons que m=— —1, c'est-à-dire que tous les c,, (t)=0 


et È b,(0)-0. La fonction À (z, ft) admet alors aussi un pôle 


du” premier ordre en z2— oc et 


. n -1 
A(z, (2 bw)(E 50) z, 200. (35) 


Supposons que les différences des exposants caractéristiques en 
tous les points singuliers réguliers ne sont pas des nombres entiers. 
La fonction À (z, t) prend alors (cf. (20)) des valeurs finies, donc elle 
est linéaire: À = a (ft) z + h (t), et de plus l'équation ne présente 
qu'un seul point singulier régulier. Elle est donc de la forme 


CHE a _b(t) 
7 = [Gr + 220 (0) +3 VER 12 (36) 


où soit Cm (0) = 0, soit c; (t) = 0, b ©) 
Supposons que l'équation (12) admet un Soint singulier irrégulier 
fini : 
— _1G: 1) 7 7 
p (z, t) = (2— 20 (4))7 ’ (37) 


où r > 3, q (zo (0), 0) = 0. Elle admet alors un système fondamen- 
tal formel de la forme 


my (2) 0e [142 qu (22) ]. 


VE 
U— Lee 


(38) 


r/2-2 


Gt [14+ 3 (9 (20) |= — 1 
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pour r pair, où 
Go = Q(Zo(t), t). 
Pour r impair, on a | 
wy=(2— 2) 1e [1 +2 Ps (t) za | , r3=1/4, 
(r-3)/2 (39) 


ne Gr [t+ D da] ne 
Introduisons les secteurs S, : ETES — Ô< Argz< = , 


|z— 21 <<r, où ô > 0 est assez petit. L'’équation (12), (37) admet 


des systèmes fondamentaux de solutions tels que w; — w, lorsque 
z— z0, Z E S,. La déformée (12), (37) est dite isomonodrome au voi- 
sinage du point z, si sont satisfaites les propriétés de déformation 


dr; =0, dC' =(. 


La fonction À (z, t) présente alors un zéro du premier ordre en z 
et 


- 
AG 1 gs 20) 22% (40) 


Considérons le cas général 


: @je (t) _@ji(t) (t) 
p(z t)= > LE or + z— aj(t) 25,0] T 


L ‘j M 
+D (Gr) +D 02, 28. (41 
j=1 s=1 ° j=1 


Les fonctions @j;, Bys, Yy, uw; et b, sont holomorphes pour t € U, les 
points a; et b, sont distincts et pour { = 0 on a (&}:, &y1) 5 (0, O), 
Bis, Æ 0, Yy 5 0. L’équation (12) admet alors les points singuliers 
réguliers a (4), - .., ak (t) et les points singuliers irréguliers 
bi(t), , Or (?), O0. 

Il est ‘entendu que sous les conditions imposées à p les équations 
de la forme (12), (41) n'épuisent pas tous les cas possibles. Et notam- 
ment les cas: 1° tous les points singuliers de l’équation situés sur 
la sphère de Riemann sont réguliers (ce cas a été étudié plus haut); 
2° tous les points singuliers sont irréguliers ; 3° le point z — co est un 
point singulier irrégulier, mais d’un autre type:p— c(t)}z7!,c (0) Æ 0, 
lorsque z —> co, etc. Ces cas se traitent comme le cas donné. 


27% 
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Considérons les secteurs S;, au voisinage du point b; et comme 
plus haut désignons les multiplicateurs de Stokes et les nombres r, 
par C°r et ro). Prenons w! pour système fondamental canonique. 

e . Ld e (b b b » 

Fixons j et désignons par w, ÿ r. ? et C ’ le système fonda- 
mental de solutions, les nombres r, et les multiplicateurs de Stokes 
associés au point b;,. Introduisons les matrices de liaison: 


(b,) 
wi — w; 1Q, (£). 


Considérons un petit voisinage du point z = a;. Supposons que 
la différence des exposants caractéristiques A1, — À.; en a; ou bien 
n’est pas un nombre entier, ou en est un, mais le système fondamental 
de solutions ne contient pas In (2 — a;). Alors 


wi=(\ÿ, W)(z—a) 4, Li=T; (4) A,(E)T;(t), 


où A,(t) = diag (Ai1j, À), les fonctions vw; (z, t) sont holomorphes 
au voisinage de a; et (ÿ1, Ve) (0, 0) en ay. 
On appelle données de monodromie pour l'équation (12), (41), 
l’ensemble des fonctions et matrices 
9, m7, CC, C7, Qp Li 
On dit que l'équation déformée (12), (41) est isomonodrome si sont 
vérifiées les propriétés de déformation 


dr” =0, d=0, dc” =0, dt? —0, dQ,=0, dL,=0. 


Une condition nécessaire et suffisante d’isomonodromie de l’équa- 
tion déformée est l'existence de fonctions À (z, t) et B (2, t) ration- 
nelles en z telles que la relation (17) est satisfaite pour les solutions 
du système fondamental canonique. Les liens entre À et B, l’équa- 
tion pour À et les propriétés analytiques de À (z, t) sont indiqués 
plus haut. 

Considérons des exemples concrets. 


1. Soit l'équation 


n 
u"— > ch(t)z". 
m=—0 


Elle présente un seul point singulier z = (irrégulier), de sorte que 
la fonction À admet un pôle du premier ordre et pas d’autres points 
singuliers. Donc, À = az + b, où a et b sont des fonctions de t 


et de plus a = Ch/(n + 2) c, (cf. (33)). En portant cette expression 
dans l'équation (18) et en identifiant les coefficients des puissances 
de ft, on obtient le système d'équations 


(m + 2) An —Cm+b(m+ 1) Cn+1 = 0, 
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OÙ Chs1 = 0. On en déduit b={c,.,—a(n+1)c,;}/(nc,). Pour 
m<n—2, ces équations nous fournissent des relations entre les 


coefficients Ch->, -.., Co. On remarquera que si c 6 n-1 =0, tous 
les autres coefficients doivent être constants. 


2. Considérons l'équation 


n 
= ET + D cmt) 2" 
: m=—0 
Elle admet un point singulier régulier en z = 0 et un point singulier 
irrégulier en z — co. Supposons que la différence des exposants ca- 
ractéristiques au point z — 0 n’est pas un nombre entier. En portant 
A dans l’équation (18) et en tenant compte de ce que À (0, t) = O0, 


A = az, a = cyl(n + 2)c, (cf. (20), (33)), on obtient 
b(t)= 0, Dan — Cm + (m+1)Cms = 0. 
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